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I. 


Potenziale di un sistema qualunque di elementi materiali. 


Ije forze che agiscono secondo la legge di Newton 
sono quelle che emanano da ciascuno degli clementi infìni* 
tesimi di una data materia^ e che tendono ad avvicinare op* 
pure ad allontanare tra loro questi clementi, in ragione di¬ 
retta delle loro masse e in ragione inversa dei quadrali delle 
loro distanze. Le prime sono forze attrattive, le seconde 
ripulsive. Una delle forze attrattive è la gravitazione uni¬ 
versale scoperta da Newton, e una delle ripulsive è quella 
che si manife<^ta fra le elettricità dello stesso nome. 

Cominciamo dal determinare 1* attrazione o la ripulsione 
che un aggregato di punti materiali esercita sopra un altro 
punto materiale qualunque. 

Siano M|, M, , M,... più punti materiali ; • • • 

le loro masse rispettive, ed (x, z^), (x, yt 2 ,) .... le lo¬ 

ro rispettive coordinale ortogonali. Sia 0 un punto materiale, 
la cui massa prenderemo per unità, e le di cui coordinate 
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siano {a, 6, c,); e siano rjr, fj... rg... le disianze rispellive 
dei punii M| M, Mg ...dal punto 0. Avremo: 


(i) n’ = (xs — a)’ (y* — -h (21 — c)’, 

e r attrazione esercitata da Ms sarà nella direzione rg ed 
eguale a , denotando con f la forza attrattiva dell’ unità 

Vi 

di massa alla distanza ì . Per semplicità faremo f = i ; 
quindi l’azione esercitata dall’aggregato de’punti Mg sopra 
runità di massa in 0 sarà data dalla espressione: 



Denotando con a» fis gli angoli di rs con i tre assi, 
avremo : 


cos as 



cos J3s 


dvs 
dù ’ 


cos yg 


dVi 

de 


Pertanto se indichiamo con X Y Z le componenti della 
forza F secondo i tre assi avremo : 



dvi ^ 

da' ~~ rg* db ' 



oppure : 


X 


d tis 

da rg ' 


Y 


d ^ 
db u ' 


Z 




d fi% 

de r% 


e facendo: 
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(3) 


X 


^ Y- £? 

da ' db ' 


Z =. 


rfP 
de ’ 


La funziooe P delle coordiuale del punlo attratto ( a, 
b, c ) dipende dalla posizione e dalia massa dei punti Mi, 
e da lei sola dipende la determinazione dell* attrazione; per¬ 
ciò ad essa è stato da Gauss dato il nome di potenziale e 
da Green è stata chiamata funzione potenziale. Se i punti M» 
appartengono ad uno spazio continuo il segno sommatorio 
diventa un integrale triplo, le masse /is gli clementi mate¬ 
riali, cioè le densità p moltiplicate per 1 * elemento di volume 
dx dy dz^ e Tintegrale triplo deve essere esteso a lulla la 
massa del corpo; avremo dunque in tal caso: 


{^) 

essendo : 


P = 


-/fi 


pdx dy dz 


r’ = (x — o)’ -4- (y — hy -t- (2 — v)\ 

Se invece delle coordinate rettilinee ortogonali si pren¬ 
dessero le coordinate polari, V elemento di volume sarebbe 
espresso da : 


^ R' sei! 0 rfR d^ d^; 

K essendo il raggio vettore, 0 la latitudine, c ^ la longitu¬ 
dine deir elemento. Quindi ponendo: 

a l cos A, b = l sen A cos B , c =• l sen A sen B ; 
X = R cos d , y = R sen 0 cos , 2 = R sen d sen <p , 

e se 7 è r angolo compreso fra R ed /, sarà : 


r* == R' -4- r — 2 R / cos 7 , 
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c si avrà: 


w 



• p H* sen 0 rfH c/Q c/(p 
— 2R/cosy 


Se p è una funzione finita e continua, ed 0 è esterno 
al corpo attraente, P sarà finita e contìnua in tutto lo spa¬ 
zio esterno a quello a cui si estende l’integrale. Quando 0 
è infinitamente lontano dal corpo attraente, sarà / = oc e 
perciò airinfinito il potenziale si annulla. 

Dair equazione (5) si ricava: 




•pR* scnS d(p 


V, «K 

1 — 2 y COS r 


c perciò quando / == oc il prodotto P/ è eguale alla quan¬ 
tità finita: 


J J j p R* sen 6 rf R (i() d(p = M, 
denotando con M la massa del corpo attraente; e inoltre: 
P/cosA= Pa=^Mcos A, P/sen A cosB== P6 = Msen AcosB, 
P/ sen A sen R = Pc = M sen A cos B . 


Dunque^i prodotti del potenziale per ciascuna delle va¬ 
riabili si mantengono finiti, anche quando queste variabili 
divengono infinite, e la quantità verso cui converge il pro¬ 
dotto del potenziale per il raggio vettore, quando questo 
cresce infinitamente, è la massa del corpo attraente. 

Derivando la (V) rapporto alle coordinate a, b, c, avremo: 
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_ rrr ? ~ 
db -ÌJJ 

de JJI r’ 


(l.r (bj dz » 


r/ar dy dz . 
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Quindi le derivate prime di P si mantengono finile e 
continue in tutto lo spazio esterno alla massa attraente, per¬ 
chè r non si annulla mai in tutto il corso della integrazione. 

Per / = 00 queste derivate si annullano. Osserviamo ora 
che si ha: 



cos A 


Il cos On 

~l J 


»/(' 


— 2— cos yj 


seri h d Rr /0 d ^ 


e quindi, per / = oo , T converge verso una ((uantità finita. 

r .. . . , , , . ^ . 

E facile altresì dedurre che anche -r— a , -, - o , —- , 

da db de 

per a, 6 , c infiniti convergono verso quantità finite, e che 

perciò sono infinitesimi deir ordine , JL . 

a b 

Derivando nuovamente e sommando, si ottiene: 


d^P i^P d'P 

dd^ db^ de’ “ 


e denotando per brevità con A* tale operazione, ossia po¬ 
nendo : 


A» — — — 

^ ~ da* db* de* 

avremo il seguente teorema. 

Il potenziale e le sue derivate prime sono funzioni delle 
coordinale del punto altratlo finite e continue in tutto lo 
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spazio esleriio alla massa alCraenle ; in questo spazio le de¬ 
rivale seconde sodisfano alla equazione: 

A* P = o , 

e quando il punto attrailo va all*infinito la funzione Psi an¬ 
nulla, e il prodotto di essa per le coordinate del punto at¬ 
tratto converge verso una quantità finita, e i prodotti delle 
sue derivale rapporto alle coordinate del punto attratto mol¬ 
tiplicate per i quadrali di quelle medesime coordinate con¬ 
vergono verso quantità finite. 

La espressione A* P si può trasformare con le coor¬ 
dinate polari, ponendo : 

X = r cos 0 , y = r sen G cos $ , z = r sen ù seii ; 


r essendo la distanza del punto dall’ origine delle coor¬ 
dinate ; 

6, rangole che r fa con Tasse delle x: 

(p, T angolo che il piano che passa per le x fa con un 
piano fisso. Un calcolo molto facile e notissimo conduce alla 
equazione : 



1 d r 


(Ir 


(ir 


d sen G 


d? 

dd 


sen 6 d 6 


1 cfP 
sen’ 6 ‘ d if* 


Tali coordinate polari sono evidentemente i parametri 
dì tre sistemi di superficie ortogonali : sfere concentriche, 
coni retti col centro comune alle due sfere, e piani che pas¬ 
sano per una reità che passa per il detto centro. 

Denotando in generale con p, ix, v i parametri di tre si¬ 
stemi di superficie ortogonali, le componenti secondo i tre 
assi si otterranno dalle equazioni : 

df dP dp ^ éJL ' — 

• ^ Tp d il dx d v ' dx 
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dP ^ dP dp 
dy dp dy 

dP ^ dP dp 
dz dp dz 


Le coroponcDti secondo le normali alle tre superfìcie 
ortogonali si otterranno moltiplicando queste ultime per i 
coseni degli angoli che fanno le normali stesse coi rispettivi 
assi e sommando. Chiamandole R, M, N e ponendo: 



avremo : 


1 

dP 


i dP 

d p 

A. 

d X 

dx 

A, dy 


1 

dP 

d fjL 

i dP 

dH- 

/>. 

dx 

dx 

^ A, dy 

dy 

1 

dP 

dv 

1 dP 

dv 

A, 

dx 

dx 

^ dy 

dy 


L !L1 

dz dz 


Sostituendovi i valori precedenti ed osservando che le 
superficie sona ortogonali, si ottiene : 


R = 







dP 


Per le coordinate polari abbiamo: 


R = 


dP 

dr 


d 


dd 


N 


dP 

r sen d d^ 


Digitized by LjOOQle 






10 

La prima è la componente secondo il raggio vettore, la 
seconda è nella direzione della tangente alla sfera secondo 
iin meridiano, la terza pure tangente alla sfera ma normale 
al meridiano. 


11 . 

Potenziale di una massa omogenea compresa 
tra due sfere concentriche. 

Abbiasi una massa di densità p costante compresa fra due 
superfìcie sferiche concentriche, di raggio R 1* esterna e di 
raggio Ro l'interna : siano r, Q, (p le coordinate polari del 
punto attratto 0, e il polo od origine delle coordinate sia 
nel centro delle sfere; r', 6', siano le coordinate polari di 
un punto qualunque della massa. Per ragion di simmetria 
è chiaro che il potenziale avrà lo stesso valore per tutti i 
punti alla stessa distanza dal centro delle sfere; quindi il 
potenziale P sarà una funzione della sola rei’ equazione 
A* P = 0 darà : 


dr' 


dV 

dr 


dr 


0 , 


c integrando avremo : 


P 4 - c' . 
r 

Per i punii esterni ad ambedue le sferq il potenziale 
deve essere una funzione finita e continua che si annulla 
per r = Q0. Quindi per questi punti avremo c' = o e deno¬ 
tando con Pe il potenziale relativo a un punto esterno e, 
sarà: 


Pt 
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Per i ponti e' interni ad ambedue le ^fere il potenziale Pe' 
deve esser sempre finito anche per r = o, quindi dovrà es¬ 
sere c = 0 e avremo : 


Pc' = &. 

Onde nei punti interni ad ambedue le sfere il potenzialo 
è costante, e le sue derivale sono nulle, e perciò le compo¬ 
nenti detrazione altralliva sono nulle in questi punti. 

Nel centro delle due sfere abbiamo, x, y, z =0, quindi: 

= ^ = pjr’dr'Jsen&’d&'ptip' 

B. • • 


= 9/rp(R,*~R,*) 


(J) P,’= 2ffp(R.»-R.’) 

Per r = 00, deve essere per quello che abbiamo dimo¬ 
strato nel I: 


Pr = M=-^ p(R’-R.») = c; 

onde : 


C= ^ (R’-B,») ; 

( 2 ) Pe=. (R‘_R/) = ^ . 

indicando con M la massa deiriuvolucro. 

Per determinare il potenziale per un punto i che fa parte 
deir involucro sferico, osserviamo che Pi è la somma di due 
potenziali, cioè del potenziale dell’involucro limitato dallo 


Digitized by 


Google 



12 

sfere di raggio R ed r, e del potenziale dell* involucro limi¬ 
talo dalle sfere di raggio r ed R^. Il primo di quei poten¬ 
ziali è : 

2>rp(R’ —r’); 

e il secondo : 



-Ro’); 


dunque sarà : 


( 3 ) Pi=. 2 >rpR« — 2 p-^ r*—. 

o or 

Per avere il potenziale di una sfera basterà porre R, = o 
e avremo : 

>*> 

( 5 ) Pi = 2 »rpR* — I-»rpr*. 

o 

L’equazioni (2) e ( 4 ^) danno il seguente teorema. L’azione 
di uu involucro, o di una sfera^ sopra un punto esterno, è 
eguale a quella che eserciterebbe il centro delle due sfere, 
o delia sfera, quando in esso fosse concentrata tutta la massa 
dell* involucro, o della sfera. Dalla equazione (^) si ricava che 
razione sopra uu punto della super 6cie della sfera è — fr p R; 
dunque l'azioue attrattiva esercitala da una sfera sopra un 
punto della sua superfìcie è proporzionale al suo raggio. Dal¬ 
la ( 5 ) si rileva che l’azione sopra un suo punto interno è 
proporzionale alla distanza di questo dal centro, ossia che è 
la stessa cogae se non esistesse la massa dell’involucro sfe¬ 
rico che lo circonda. 

Le tre espressioni del potenziale di un involucro sferico 
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relativo ai punti esterni ed interni all’involucro e a quelli che 
ne fanno parte, si continuano senza interruzione l'una nel* 
r altra e formano una sola funzione continua. Infatti abbiamo: 


per r = R , 


„ _ fc >rp R’ k wpRo’ 

® “ 3 3 R ’ 

4^pR* 4 >rpR„» 

3 3 R ’ 


per r = R„ Pi = 2?rp (R* — R,*) , 
Pe'= 2irp(R’-R,*) . 


Lo stesso accade delle tre derivate rapporto ad r delle 
tre espressioni del potenziale ; e lo stesso avrà luogo per le 
derivate rapporto ad x, y, z che si ottengono dalle prece- 

X y z 

denti moltiplicandole per — > -p . — • 

Le derivate seconde delle tre espressioni del potenziale 
non si continuano una nell’ altra, e nel passare dall’esterno 
all’Interno, e viceversa, offrono due salti. Esse sono: 


<PP, 

dr' 


8 »rp 
3 r‘ 


(R* - R.*), 


d’Pi 4 8>rpR,* 

dr‘ “ 3 3r’ 


d’Pe’ 

dr* 


0 , 


e per r = R si ha : 


d* Pe 
dr’ 

d’Pi 

dr* 


8 8 

_ »p __ ,rp 


R’ 


3 3 R* 
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€ quindi : 

d' Pe _ _ 

r/r* d r* ‘ 


Per r = R^: 


e/’Pi , rf*P.' 


e quindi : 


Pi _ d'Pe’ _ 

dunque nel passare dall’interno all* esterno dell’involucro 
sferico le derivate seconde variano bruscamente dì i ?r p. 
Trovammo precedentemente : 



dr^'-r- 

dr 

rfr 


e ponendo invece di Pi il suo valore ( 3 ) abbiamo : 


A’ Pi == — 


p TT d 

r* d r 




111 . 


Caraneristiche del potenziale di uno o più corpi. 

Abbiamo veduto nel I; che il potenziale P di una 
massa di forma qualunque, di densità costante o variabile, c 
le sue derivate prime sono funzioni delle coordinate a, 6 e c 
del punto attratto 0 , le quali si mantengono finite e con¬ 
tinue, finché 0 rimane nello spazio esterno alla massa. Di¬ 
mostriamo ora che anche quando il punto è nell* interno o 
sulla superficie del corpo, si mantengono sempre funzioni 
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c conUnue. Hanno sempre valori finiti. In falli pren> 
dendo il punlo 0 per polo abbiamo : 


dV 

db 


p rscn = send(/dc/(^dr, 

=# pscn’Ocos(prf^rf^>rfr, ’dsen^dd (/^5 rfr; 


i quali integrali non divengono infiniti per qualunque valo¬ 
re di anche se r passa per zero. Sono funzioni continue. 
Infatti, consideriamo un punto M di una delle superficie 
della massa attraente, e conduciamo per M una retta che 
attraversi la superficie, e sopra di essa dalle due parli pren¬ 
diamo due punti infinitamente prossimi m ed n egualmente 
distanti da M, cioè in modo che sia n M =3 m M = f. Sia m 
r interno n l* esterno alla massa. Descriviamo col centro in M 
e col raggio e una sfera. 11 potenziale Po relativo al punto 
esterno m sarà ugnale al potenziale pa della porzione di sfe¬ 
ra che è occupala dalla massa^ più il potenziale Pn’ di tutta 
l’altra massa, cioù avremo P,, = -f-Pn\ 11 potenziale Pm 

relativo ad m sarà eguale al potenziale pm della porzione di 
sfera occupata dalla massa più il potenziale Pm'di tutta l’al¬ 
tra ma S I ; cioè avremo : Pm = - 4 - Pm' . Ora il poten- 

v.\'i\.' (!i la sfera relativo a un punlo della sua su* 

è * 5 quindi pn — />m Vs ? ^ si potrà ren- 

ci( u [>iu piccolo di qualunque data quantità col diminuire f. 
Anche Pn' — IV può rendersi più piccolo di ogni quantità 
data col diminuire di e, o all’avvicinarsi di n ad m; quindi 
la dilTerenza Pu — Pm = pn — pm Pu' — Pm' potrà rendersi 
più piccola di qualunque quantità data avvicinando n ad m, 
dunque i valori di P per i punti eslerni variano con conti¬ 
nuità nel passare ai punti interni. 

Per le derivale abbiamo: 


c/Pn _ ciPm _ dpn dpm d P,/ d?m 

da da da da da da 
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iillli sono in valore assoluto minori di 

. \e (lerivalt 

jt e pt'rciò si conclude come precedentemente che 
^ ^ ^^vatori delle derivale prime variano con continuità 
dai punii altratli esterni agli interni. Analogamente 
rjssan continuità di P e delle sue derivate prime an- 

^ ì-'ì interni alla massa altraenle. Dunque il poten- 
"i> p le sue derivale prime sono funzioni finite e conti* 

tjjIc I c 

, in tutto Io spazio. 

Se la densità variasse bruscamente attraverso alcune su- 
^r6cie si riguarderebbero le masse limitale da queste su- 
^rrtì^ie come tanti corpi distinti, e si troverebbe che va- 
^jDO con continuità nel passare attraverso ad esse i valori 
potenziale e delle sue derivate prime. 

Le derivate seconde di P che sono finite in tutto lo 
5 flfio esterno al corpo, sono lìnite anche nell’ interno c sulle 
^flpcrtìcie del medesimo c sono sempre discontinue nel 


r 


e dall’esterno alT interno della massa attraente, o da 


parte dello spazio ad un’ altra nella quale la densità 
fjrlì^ massa offra una discontinuità. Infatti, quando il punto 
.oliremo O è nella massa attraente, imaginiamo una sfera de¬ 
sinila col centro in 0 e con nn raggio pìccolissimo e, e la 
porzione di massa compresa in questa sfera potrà supporsi di 
iicnsilà costante ed eguale al valore di p nel punto 0; il po¬ 
tenziale p relativo al punto 0 sarà eguale alla somma dì due. 
poicnziali P'^ e P”, essendo P' il potenziale della piccola sfera, 
c P il potenziale della massa del corpo rispetto alla quale 
0 è esterno Onde avremo: 


p = p' -i- p' , 

r/M» _ ^/‘P' (P P ' 

ila* da* da* 


essendo 

•avranno 

eoiule di p 


nel punto 0 finite le derivate seconde di P' e P", 
eri riniti in questo punto anche le derivale se- 
• Avremo inoltre; 


A"* p ^ 

^ A’I'" , maA’P" = o, eA’P' = —4»rp 
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Dunque la somma delle Ire derivate seconde del potenziale: 

; -f- -T-r? H—TT chc è nulla se 0 è esterno, diviene 
da* db* de* ' 

uguale a — 4 ;rpseOè interno e quindi nel passaggio dal- 

r esterno all* interno' questa somma cambia bruscamente di 

valore. 

Da tutto ciò che abbiamo dimostralo si raccoglie che il 
potenziale P di una massa di forma qualunque, di densità 
costante o variabile, ha le seguenti proprietà : 

t.® È una funzione delle coordinate del punto attrat¬ 
to^ finita e continua in tutto lo spazio; quando il punto at¬ 
tratto è all* infinito s’ annulla, e il prodotto della medesima 
per il raggio vettore del punto attratto rimane sempre una 
quantità finita; 

2 .® Le sue derivate prime sono finite e continue in 
tutto lo spazio; quando il punto attratto è all* infinito s’an- 
nollano, ed i prodotti di esse per il quadrato del raggio vet¬ 
tore del punto attratto rimangono sempre quantità finite ; 

Le sue derivate seconde sono finite in tutto lo 
spazio, sono continue in tutto lo spazio eccettuate le super- 
ficie attraverso le quali la densità è discontinua, e sodìsfano 
alla equazione : 


A* P = — 4 r p , 

dove p è la densità della massa nel punto attratto se è in¬ 
terno alla massa stessa, ed è eguale a zero se il punto è 
esterno. 

Queste proprietà sono le caratteristiche del potenziale, 
cioè lo definiscono compiutamente, e non possono esservi 
due funzioni che godano delle medesime proprietà e siano 
differenti. 

Questo importante teorema è dovuto a Dirichlel. 

Prima di passare a dimostrarlo conviene notare che la 
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espressione: funzione delle coordinale di uo punto, o fun¬ 
zione di un punto, è qui usata nel senso più generale; cioè 
chiamiamo funzione di un punto ognr quantità che ha un 
valore determinato per ogni po^^izione del punto stesso sen¬ 
za curarsi se questo valore può determinarsi in tutto lo spa¬ 
zio mediante le stesse operazioni di calcolo elTeltuaie sui 
valori delle coordinale, oppure se nelle differenti parti dello 
spazio occorrono differenti serie di operazioni di calcolo, 
oppure se non si possa dare nessuna serie generale di ope¬ 
razioni di calcolo, mediante la quale se ne ottengono i va¬ 
lori nelle differenti parli dello spazio, cioè non ci curiamo 
dì sapere se vi è una espressione analitica, se ve ne sono 
più o se non ve n’ è alcuna che dia questa funzione. Nel- 
r analisi e nelle applicazioni alla Gsica matematica è impor¬ 
tante questo concetto. 

Supponiamo ora che P e P' siano due funzioni che sodi- 
sfìno alle tre condizioni sopra esposte. Poniamo: 

(I) p.-F = V. 

Avremo per tutti i punti dello spazio, fuorché per i punti 
<lelle superfìcie nelle quali, passando dall' una all’ altra par- 
si ha una discontinuità nelle deusità: 

A* V = o, 

^ in queste superfìcie di discontinuità avremo A* V uguale 
^d una quantità finita per ora incognita ma che troveremo 
essere uguale a zero. 

Pertanto avremo: 



qualunque siano i limiti degl’integrali; perchè i valori dif- 
^ • enti da zero che potrebbe avere A’ V non possono fare 
^^nuistare valori finiti all’ integrale triplo non occupando 
spazio di tre dimensioni. 
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Cominciamo dal considerare l'integrale : 


ffj 


d}\ 


d’ V 

V dx dy dz . 


Essendo V e quantità sempre finite, potremo ef- 

cl X 

fettaare un integrazione per parti rispetto alla variabile x\ 
ed estendendo V integrale stesso tra -t- a e — a, avremo: 

y ^ dx‘‘^®“’V dx) ('^dx) J dx^ 

ii = a \=“a 

d V 

essendo V una funzione continua dì x. Operando ana¬ 
logamente sopra gli altri due integrali, si ottiene: 


// [(’ S)S)J [(V a- (’ S).>^ 




Ora a cagione delle proprietà 1.^ e 2.^ di P c di P', a Va e 
a' mantengono sempre flnite; quindi si potrà de< 

terminare una quantità costante k dì cui 


»■ [(^ S). - (' su 


si mantiene sempre minore ; avremo dunque : 


A. 
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e quindi : 




così degli altri due integrali. Dunque avremo: 




^)dxdydz = o; 


ma essendo la quantità sotto il segno sempre finita, conti¬ 
nua e positiva, dovrà essere: 

dV dV ^ dV _ 

dx dy ^ dz ^ ’ 

onde ; 


V = costante. 

Ma air infinito, P = V = o, quindi sempre : 

P — P' = V = 0 , 


come volevamo dimostrare e : A* V = o anche sopra la su¬ 
perficie come avevamo accennato. 
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IV. 


Teorema di Green, 


Uao spazio di tre dimensioni si dice connesso, quando 
si può andare con continuità senza escire dal medesimo da 
uno ad un altro qualunque dei suoi punti. Si dice semplice- 
mente connesso quando ogni superficie chiusa S tracciata nel 
medesimo, limita completamente una parte T dello stesso 
spazio in modo che non si possa uscire da T senza attraver¬ 
sare S, e quando ogni linea chiusa l tracciata in esso può 
servire di contorno ad una superfìcie continua S, contenuta 
tutta nello spazio medesimo. Per esempio, lo spazio racchiuso 
da una sfera è semplicemente connesso; quello racchiuso da 
un involucro sferico è connesso ma non semplicemente, per¬ 
chè una superfìcie sferica compresa tra 1*interna e l'esterna 
superfìcie dell*involucro non limita da sè sola una parte del- 
r involucro; un anello è connesso ma non semplicemente, 
giacché il suo asse interno non può formare il contorno d*una 
superfìcie continua contenuta tutta quanta neU'anello. 

Sia ora R uno spazio connesso. Supponiamo che non 
sia semplicemente connesso, ma si ottenga togliendo da uno 
spazio connesso limitato da una superfìcie chiusa S gli spa> 
zii connessi limitati dalle superficie chiuse S", S'^.... in¬ 
terne ad S. Siano U e V due funzioni dei punti di R che si 
conservino insieme con le loro derivate prime sempre fini¬ 
te e contìnue in R. 

Prendiamo 1* integrale triplo esteso a tutto lo spazio R : 


0 _ rrri^-i ^ ^ . 

JJJ \dx dx dy dy dz dzf 
integrando per parti, abbiamo: 
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dove la quantità tra parentesi, sotto l'integrale doppio deve 
essere limitata ai tratti lineari paralleli all’ asse delle x com¬ 
presi nello spazio R e per ottenere questa limitazione, es¬ 


sendo U 


dV 

dx 


quantità sempre finita e continua in R, ba- 


d V 

sterà prendere le differenze dei valori che riceve U — 

€v X 

nei punti delle superficie S, S', S'^.. quando un punto che si 
muova parallelamente all’asse delle x verso il piano y z 
entra nello spazio R e quelli che prende la stessa quantità 
quando il punto esce dallo spazio R. Avremo dunque, distin¬ 
guendo con apici questi valori: 







U.—dyd2 + ... 


Ora indicando con da in generale l’ elemento di superficie 
e con a l’angolo che la parte interna della normale fa col- 
r asse delle a?, avremo : 

' dy dz = "àz d a cos a, 


dove gli elementi ^superficiali essendo essenzialmente posi¬ 
tivi dovrà prendersi il segno -4- se a è acuto, il segno — se 
a è ottuso. Ma quando il punto che si muove verso il piano 
y z parallelamente ad x entra in R 1’ angolo a è ottuso, e 
quando esce è acuto, dunque avremo : 

ff (u ài,dz = -y" J. ^da cos a-yìj.g d.COS a 



dV, , 

-5 — dff cos a — . . . . 

dx 


I 
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e gli integrali sono estesi in modo che l’insieme sia esteso 
a tutte le superficie che limitano R ; onde distinguendo con 
apici gli elementi da e gli angoli a relativi alle superficie 
S, S', S"..., avremo : ' 


ff{^ = -J'J'm ^d.cosa^JJ'J 


rfc'cosa'—.... 


Ora dinotando con p, p\ le normali alle superfìcie 

S*... si ha : 


d X 
"Jp 


i COS a , 


dx 

dp' 


= COS a 


onde : 




e finalmente, sostituendo nel valore di Q: 




— Q = 2 U ^ de -\r U A* V dxdy dz . 


Analogamente operando relativamente, alla funzione V, 
si ottiene: 

-Q = 2 jy ^dc-^ JJJ' V A’ U d* dydz . 
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e quindi : 


( 2 ) 


JJJ U A’Vdxrfydz 


dx dy dz 


Se lo spazio R in cui le funzioni U e V si conseryano 
finite e continue insieme colle loro derivate prime fosse 
semplicemente connesso, nella equazione (i) si potrebbero 
estendere gl'integrali doppi a una sola superficie chiusa qua< 
lunque contenuta nello spazio R, e gl* integrali tripli a tutto 
lo spazio raccbiuso da questa superfìcie. 

Supponiamo ora che la funzione U cessi d'essere finita 
soltanto in un punto 0 dello spazio R. Allora l'equazione ( 2 ) 
varrà in tutto lo spazio T che si ottiene togliendo dallo spa¬ 
zio R uno spazio piccolo quanto si vuole, che racchiuda il 
punto 0 ; ossia se alle superficie S, S'... aggiungiamo una sfe¬ 
ra s col centro in 0 e con un raggio infinitesimo avremo 
dunque: 


+ JJjMi^Vdxdydz, 


de 


TJ A*V dxdydz 


dove gl'integrali tripli devono essere estesi a tutto lo spa¬ 
zio precedente meno la piccola sfera. Ora se U diviene in- 
6 

finito nel punto 0 come essendo r la distanza da un pun¬ 
to qualunque al punto 0 ; cioè se lim r U è eguale ad 
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una quantità finita e, avremo sulla superficie della piccola 
sfera 

u = -l. 


dU ^ _ e_ 

dp '^\dr/T=c~ <* 


e quindi: 


J' ^ ds = e e J' -^^sen 0 dd d<p 

yV^ ds= — e J'y ienQ dò d<p=> —in Ve, 

essendo V' il valore che prende V nel pnnto 0 . L’integrale 
triplo esteso alla piccola sfera dà: 

JJJUA* Vdxdydz=»cA»V jjjr drsen 9 d 9 d(p = 2 ;rf* A* V 
e poiché nello spazio racchiuso dalla piccola sfera abbiamo : 


A’ U == A* — = 0 ; 


l’altro integrale triplo esteso a questo spazio sarà: 

jjj V A* U dx dy dz = o; 
onde per f infinitamente piccolo la (2) diviene : 

{3)J,Jv~de-hJJIvti'Vdxdydz=‘2. J'v^dc 

■+■ ;j; V A‘Udx dy dz — knVe, 
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e gli integrali sono estesi come nell’equazione (3). Dalla e- 
quazione (3) che consCituisce il teorema di Green si deducono 

vari teoremi molto importanti. Prendiamo U essendo r 

il raggio vettore che parte da un punto qualunque 0 nel- 
rinterno di R e T equazione (3) diviene: 




Att 



A* V 

—^ dx dy dz 



i cfV\ 
r dpj 


d (7, 


dove r ultimo integrale deve essere esteso a tutto Tinsieme 
delle superficie che limitano lo spazio R. L'equazione (4) ci 
dice che uda funzione finita e continua qualunque è deter¬ 
minata in uno spazio R quando si conoscono la somma delle 
sue derivate seconde, e i valori di essa e delle sue derivate 
prime alla superficie. Sia U = I, sarà : 


dU ^ rfU dU 
dx ^ dy ^ dz 


e sia inoltre A* V = — 4;rp ; 1’ equazione (1) darà: 



Dair equazione (5) si deduce il seguente teorema : 

Se V indica il potenziale di una massa qualunque^ 
ViiUegrale: 


~ f— 

AnJ dp 


d c 


esteso a una superficie chiusa è eguale alla quantità di massa 
contenuta nello spazio racchiuso da questa superficie^ e quin¬ 
di è eguale a zero se in questo spazio non vi esiste nessuna 
porziom di questa massa. 
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Ponendo nella equazione (3) V = 1, e A* U == o, si ot¬ 
tiene il teorema: 

2,* 5e U é una funzione finita e continua in tutto lo spa¬ 
zio chiuso da una superficie, fuori che in un punto 0 dove di- 
6 

Viene infinita come —, denotando r la distanza dal punto 0, 

T 

e A* U = 0 ; avremo : 



estendendo t* integrale a tutta la superficie. 

Quiodi se U =3-^ abbiamo il seguente teorema dovuto 

a Gauss: 

3.® Lintegrale: 



esteso a tutta una superficie chiusa qualunque è eguale a zero 
0 alla unità, secondo che il punto 0 origine del raggio vet^ 
tare r è esterno o interno allo spazio racchiuso da questa su¬ 
perficie. 

Se U = V avremo : 


-f. JJJ V A* V da? dy . 

Onde se: A’ V s= 0 e y costante sopra la superficie, 


sarà; 
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estendendo l’integrale a tatto lo spazio racchiuso dalla su¬ 
perficie. Quindi se V in questo spazio è finito e continuo» 
sarà: 


dx dy ^ dz 
V = costante ; 

e abbiamo il seguente teorema: 

4.® Se y è una funzione finita e continua insieme colle 
sue derivale in uno spazio limitalo da una o piii superficie 
chiuse, sodisfa alVequazione: A* V = o erf Aa un valore co¬ 
stante sopra tulle le superficie, sarà eguale a questa costante 
anche in tutto lo spazio racchiuso dalle superficie stesse. 


V. 


Superficie e strati di livello. 

Sia V il potenziale di una massa M; le superficie rappre¬ 
sentate dall* equazioni della forma : 

V = costante, 

da Chasles sono state chiamate superficie di livello. 

Queste superficie godono la proprietà che la direzione 
della risultante deir attrazione esercitata dalla massa M so¬ 
pra i loro punti è normale alle superficie medesime. Infatti 
imaginiamo una linea qualunque tracciata sopra una di que¬ 
ste superficie» e che passi per un punto m qualunque della 
medesima. Se denotiamo con s la lunghezza dell’arco di 
questa linea contata a partire da uno qualunque dei suoi 
punti, r equazioni della curva potranno porsi sotto la forma; 
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ap c=x (s), y «y (s), z^z (s); e avremo idenlicumenle : 
V [ ^ (s), y (s), z (s) ] = costante ; onde : 


d\ dx dy dy c/V dz 

dx da dy da dz da 


dx dy dz 

ed essendo^, ^ i coseni degli angoli della tangente 


alla linea con i tre assi, e -r— , , -r- componenti 

dx dy d z 

deir attrazione secondo i tre assi, la componente nel senso 
della tangente sarà nulla, ossia la componente in un senso 
perpendicolare alla normale, è sempre nulla e dunque la ri¬ 
sultante delFattrazione è normale alle superGcie. 

Le superficie di livello formano un sistema di superficie 
r equazioni delle quali differiscono soltanto per il valore di 
una costante, e poicbè all* infinito il potenziale ha un valore 
costante ed eguale a zero, una superfìcie di questo sistema 
sarà uua sfera di raggio infinito col centro non situato al- 
r infinito. 

Determiniamo ora le condizioni necessarie e sufficienti 
affinchè un sistema di superficie possa essere un sistema di 
superficie di livello rispetto ad un potenziale. 

Sia: 




y, 2 , A) = o 


r equazione di una superficie di un sistema, e 1* equazioni delle 
varie superficie del sistema si ottengano dando a A tutti i 
valori compresi tra due limiti dati A^ c A|. 

Se esiste un potenziale V di una massa M esterna allo 
spazio compreso tra le superficie (A^) e (A 4 ), rispetto a cui 
le superficie di questo sistema sono di livello, questo poten> 
ziale dovrà essere una funzione della sola quantità A, perchè 
deve variare soltanto col variare di A. Ha in tutto lo spazio 
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compreso tra le superficie (A,) e (A,) , esterno alla massa M 
di cui è potenziale V, si ha: 

(2) A* V = 0 

e V funzione delia sola A; quindi : 


A’V 


(Py 

Ti? 




e posto: 


A A = 




avremo : 


(3) 


rf* V 
d A* 
dV 
dA 


A* A 
A A 


11 prime membro deve essere funzione della sola A, e 
quindi anche il non deve contenere altre variabili che A. 

Dunque chiamando con Lamé, A A il parametro differen- 
ziale di i.® ordine e A*A il parametro differenziale di 2.® or¬ 
dine del sistema (1), potremo dire : affinché le superficie del 
sistema (1) siano superficie di livello è necessario che il rap¬ 
porto dei suoi parametri differenziali sia una funzione della 
sola A. 

Affinché poi V sia un potenziale è necessario inoltre che 
siavi un valore di A a cui risponda una superficie d’ equa¬ 
zione (i) che sia una sfera di raggio infinito e col centro 
non situato aU’ìnfìnito. 

Queste condizioni sono sufficienti perchè il sistema (1) 
sìa di livello. 

Infatti) essendo il membro deir equazioni (3) una fun- 
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zione della sola A che potremo rappresentare con <p (a), avre¬ 
mo, integrando ; 


log =• y^'P (A) d A logiC 

dV _ ; (p (A) dA 

dT- ® 


,= c/e 

indicando con il valore di A che corrisponde ai punti del¬ 
la sfera di raggio infinito, avremo poiché ivi sì ha : V » o : 


V 



^ J <PW dx. 


Ora se (p (A) si mantiene insieme colle sue derivate 
prime finita e continua in tutto lo spazio compreso tra le due 
superficie (A^) e (A|), V è una funzione che in questo spazio 
si mantiene sempre insieme colle sue derivate prime finita 
e continua, quindi essendo 


A» V = 0 , 


dair equazione (4) del paragrafo precedente avremo : 


V' = 




i 

r 



e questo integrale deve estendersi a tutta la superficie (A|) e 
a tutta la superficie (a^). Ma sopra la superficie (A|), cioè al- 
r infinito, abbiamo : 


V = 0 



o; 
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quindi la parte d* integrale relativa a (X 4 ) è uguale a ze¬ 
ro. Sopra la superficie (àq) V è uguale a una costante che 
chiameremo V«; abbiamo dunque: 



dove r integrale deve estendersi alla sola superficie (Ag). 
Ora per il teorema 3.® del §. IV., essendo i punti dello 
spazio in cui si considera la funzione, esterni alle superficie 
cui si riferiscono, 1 * integrale : 



e se il senso dell* aumento della normale si prende invece 
che dalla parte interna dello spazio compreso tra (A^) e (A,> 
dalla parte interna della superfice (A,), bisognerà cambiar 
segno ed avremo : 


An J r dp 


Ma: 


d X 
d p 


d A 
dp 

d A 


rfV 

*< 

> 

-3 




dp 

II 

» 



dx dx 

d A dy 

d X 

d z 


dx dp 

dy dp 

d 2 

dp 


dy 

— ^ 

dz 

dx 

i 

y^ X ' dp 

dy ybk A 

' ~dp~ 

d z 

yisj' 
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dV _ 
dp dx 


KAx. 


quindi : 

V _ _L JX. r do 

4» dx J f • 

Imaginiamo ora prolungate le normali della superficie (x,) di 
una lunghezza dp proporzionale aj/AT; r estremità di que¬ 
sti prolungamenti formeranno una superficie L infinitamente 
poco differente dalla superficie (xj, ed è chiaro che V sarà 

il potenziale dello strato omogeneo di densità 4^ — com- 

a X 4 r 

preso tra le superGcie L e (A^,) al quale il sig. Cliasles ha 
dato il nome dì strato di livello^ e avremo il seguente teorema. 
Il sistema di superficie rappresentato dall equazione : 

F ( X, y, 2, A ) =0, 

sarà un sistema di superficie di livello soltanto quando il rappor¬ 
to del parametro differenziale di 2.° ordine ò? x al parametro 
differenziale di i.° ordine A A c tuia funzione della sola A ; vi è 
un valore A, di A per cui una superficie del sistema diviene una 
sfera di raggio infinito col centro non situato alV infinito^ e 
queste superficie sono di livello rispetto al potenziale d’ uno 
strato omogeneo compreso tra una superficie del sistema e un 
altra superficie che è il luogo geometrico delle estremità delle 
normali prolungale di lunghezze infinitesime proporzionali a 
VùTx . 

Il potenziale d'uno strato di livello nei punti esterni è 
costante sopra ogni superficie di livjello e varia da una di 
queste superficie ad un’ altra. 

Poiché la funzione V è costante sopra le superficie 
dello strato di livell o e nello spazio racchiuso da questa su¬ 
perficie sodisfa alle condizioni del teorema 4.** del §. iV., 
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sarà costanle in tutto questo spazio, e avremo il seguente 
teorema : 

Il potenziale di uno strato di livello nello spazio rac¬ 
chiuso dalla sua superficie è costante. 

Siano ora le superfìcie rappresentate dalle equazioni ; 


f {x, y, z, k, h) ^ 0 , 


superfìcie di livello per i valori di A compresi tra due limili 
^0 ® ^ 1 * Vediamo quali condizioni sono necessarie e sufficienti 
perchè gli strati di livello siano gli strati compresi tra due 
superfìcie qorrispondenti ai valori h e h -h dh. Perciò ba¬ 
sterà che le porzioni di normali alle superficie (A, h) in¬ 
tercettate tra (a; h) e (A, A -f- dA) siano proporzionali a 
radice del parametro differenziale di i.® ordine. Sia 
(a?, y, z) un punto della superfìcie (A, A); x-h-dx^ y ~\-dy, 
z -h dz il punto dove la normale alla superfìcie (A,A) nel 
punto (Xy y, z) incontra la superfìcie (a, A H- dA). Se chia¬ 
miamo dp \ 2 l lunghezza di questa normale, avremo: 


dx 


dp df 

yTf Jx ’ 


dy = 


dp df 

yrf- dy 


, dz 


dp df 

VKf dz ’ 


e dovendo essere il punto (x da?, y dy, ^ d 2 ) un 
punto della superfìcie (a, h>^dh) avremo : 


dx dy dz 


df 

dh 


dh 


ossia: 


- df .u 

yi^f = 


0\ 


ed essendo. 

df dx _ d£ d£ ^ dx_ df^ 

^ dx dx dx ’ dx dy dy ’ dx dz dz 
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c quindi : 




r)5 


A/^ = 


df' 

rfA’ 


A A . 


abbiamo : 


d p 

yTl 


db 


IL AL 

dx dh 

A/- 


dh. 


Quindi afilnchè gli strati compresi tra le superficie (a, h) e 
(A, h -b d h) siano di livello ed abbiano per superficie di 
livello le superficie (A) è necessario e sufficiente che ol¬ 
tre ad essere sodisfatta la equazione (3), sia eguale ad una 
quantità costante il rapporto : 

df df 
dx dh 
l^f 


Dovranno dunque essere sodisfatte le due equazioni : 

(b) A’ A = (p (A) A A , 

,c, 

dove <p è una funzione arbitrarla di ^ e di A, e d è una 
funzione arbitraria della sola h. 

Derivando la prima delle equazioni (a) rapporto ad x 
abbiamo : 

ALL o ^ d_^ df cPa 

dx^ dx dx c/x d A* dx^ dX da?* ^ ' 

3 


1 
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Moltiplicando per ^ ed osservando l’equazioni (a) si ottiene: 


drd'f df d*f dp d'x 

dx dx* dx dx d^ dx* dx dx* dx* dx* 


e due altre analoghe per y e z. Sommando queste tre equa¬ 
zioni abbiamo: 


IL 

dx 


AV 


d A/- 
dX 


^ 44 - 4 * 

dx’ 


dx 


dp 

dx* 


A*x 


onde, l’equazione (b) prende la forma 


A’ /• -4- 


$(x)A/’ 

dx 


_d^ 

dx 



0, 


e quindi a cagione della equazione (c) : 


(d) 


A’r- 




L'equazioni (c) e (d) esprimono le condizioni necessa¬ 
rie e sufficienti affinchè f=o rappresenti un sistema di sn- 
perficie di livello, per le quali ai differenti valori di x corri¬ 
spondono le differenti superficie di livello, e gli strati di 
livello siano compresi tra due superficie corrispondenti ai 
valori h e h -h dh. 

Prendiamo ora l’equazione f = o, sotto la forma : 

/■ = F - 4/(h) =0, 
dove F non contiene h. 
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dh dx 


0 , 


df 

dh 


= -4''(h) , 


ÉI 

dx 


av=a*f, à/*—af 


e poniamo: 

-- H = 9 (h) f (h). 
L’equazioni (c) e (d) diverranno; 

A’ F = H (?> (A) 


d F 

d X 


AF 



onde abbiamo il seguente teorema; 

Affinchè il potenziale di una massa omogenea compresa 
tra due superficie del sistema: 


F {x, y, z, A,) — 4/ (h) = 0 , 

corrispondenti a due valori di h che differiscono tra loro 
di una quantità infinitesima, abbia per superficie di livello, 
le superficie del sistema: 


P (x, y, z, X) —4/ (h) = 0 


corrispondenti ai diversi valori di x compresi tra x^e x,,al 
valore A, corrispondendo i punti alf infinito, é necessario e 
sufficiente che in questo spazio siano sodisfatte le due equazioni : 


( 4 ) 


AF = — H 


dF 

d X 


(5) A* F = H (f (A). 

dove H è funzione soltanto di h. 
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VI. 


Potenziale di una massa omogenea compresa tra due 
ellissoidi omotetiche. 


Si voglia il potenziale di una massa omogenea M che 
occupa lo spazio compreso Ira due ellissoidi omotetiche le 
quali hanno per equazioni: 



Prendiamo l'equazione: 

(3) F — /i* = A a?* -h By’ — /i* = 0, 


e se è possibile, determiniamo A, D e C in funzione di K 
in modo che si abbia : 


rfF 

(5) A* F = H ?! (A) 


e per A == o siano: 
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e per a = x : 


X = y = 2 =3 X . 

Sostituendo i valori delle derivate di F nella equazio¬ 
ne (h), abbiamo: 


4 (a*x* -h BY H- C*z‘) = - H (I 


dA 
d A 


di» , dC 

ic’ -+--rry 

d A ^ d X 




onde: 


H 


dA 

dA 


4 A*, 


H 


dB _ 

dA ~ 


H 


dC 

dT 


4 C’. 


Integrando, ponendo H = A, ed osservando che per 
A = 0 debbono aversi l’equazioni (6), si ottiene : 


A = — 


o’-+- X ’ 


B = 


-h A ’ 


-h A 
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hù 

e quindi V equazione (3) diviene : 

a* -+- A 6* A C* -+- A 
e per A = <» si ha : 

X = y = z = (x> . 

Sostituendo^ le derivate seconde di F nella equazione ( 5 ) 
abbiamo : 


( 8 ) 


1 1 

o» -+. A A 


i 

C* -t- A 


2fl)(A). 


L’equazione (7) che rappresenta an sistema di superfi¬ 
cie omofocali tra loro e coll’ ellissoidi di equazione (t) e 
(2) per A = /i, ed fi = fi,, daranno per tutti i valori reali 
di A compresi tra o e co altrettante superficie di livello 
dello strato omogeneo compreso tra due ellissoidi omotetiche 
corrispondenti a A = o, e ad A e A -f- d fi. 11 potenziale di 
questo strato sarà nello spazio esterno ad esso: 


P* 


f -J(!)(A)dA 
cj e 


e ponendo mente alla equazione (8): 


Pe 


c /* 

J Via* A) (fi* -+- A) (c‘ -t- A) • 


dove, se ( ^, ^ ) denotano: le coordinate del punto at¬ 

tratto, A è determinato dall’equazione: 


( 9 ) 


O* -}- A 


fi*. 


C* A 
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Per determinare C osservo, come altre volte, che si ha: 

lim pe / = M = s ir abe A* dh , 

1 = 00 

essendo l il raggio vettore del punto attratto. Ora col cre¬ 
scere di l, i semi assi: 


A ya* -t- A , A yti* -4- X , A yc* -f- A 

dell’ellissoide che passa per il punto attratto s’avvicinano 
indefinitamente ad l, quindi 


lim A* (a* -+- A) = lim A* (6* -h a) = lim A* (c* - 4 - a) = l*, 


lim h'dk^ildl; 


e quindi: 


limptl = C ty* = 2 CA . 

• I 

onde: 


C = 2 abe h dh , 


e: 

« 

( 10 ) pt = tnabehdk f . 

' ^ J 1 /( 0 ’A) (6’-4- A) (c*-4-A) 

X 

Nella superficie dello strato il potenziale, che è una fun¬ 
zione continua, s* ottiene ponendo A o, e questo sarù il va¬ 
lore nella faccia interna della superficie e in tutto lo spazio 
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racchiuso dallo strato, perchè vi deve rimanere sempre co¬ 
stante, e abbiamo : 


( 11 ) p,'=ii:abchdh r ^ 

J Via* ■+■ X) (6* -+- X) (c* -+- X) 

0 

Per avere il potenziale Pe dell* involucro compreso tra le 
due superficie (1) e (2) rispetto ai punti esterni, dovremo 
prendere Tintegrale del 2.® membro della equazione (IO) ed 
estenderlo tra i limiti ed h ^. Per avere il potenziale Pe' 
rispetto ai punti dello spazio racchiuso dal medesimo involu¬ 
cro, dovremo fare lo stesso col secondo membro deir equa¬ 
zione (H). Avremo dunque: 


( 12 ) 


A, OD 

Pe = ^nabc / hdh f —7= 

J J 


dk 


X) (b^ X) (c* X) 


dove tra x ed h esiste la relazione (9) : 


(13) Pe' 


2 rr abc 


+ A) {b* + X) (c* 

*0 “ 


>■)' 


Se indichiamo con x, e x, i valori di X dati dall’ equa- 
zione (9) quando in essa per h si pongano i valori h, eh,, 
e se integriamo per parti ncH’equazione (12) si ha: 


(14) 


Pe = nabc (h* — h^^)J'~ 


elx 


V (o* -t- X) (6’ -f. X) (C* -h X) 



o’ X 


ft’-l- X 


\ _ dx 

c' -+- X/ |/(o* -t- X) (6* -+- X) 
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Integrando nell* equazione (13) abbiamo: 


Pe' = ;r afte (ft.* h,') J '• 

0 • 

Per avere il potenziale Pi relativo ad un punto che fa 
parte della massa dell* involucro, ed è di coordinate (^, >i, 
conduciamo per esso un' ellissoide omotetica alle due su- 
perQcie dell’ involucro, di equazione : 



essendo ]]> A > Il potenziale Pi si comporrà del po¬ 
tenziale P' deir involucro (A*, A) e del potenziale P" del¬ 
l’involucro (A, Ao) relativi ai punto ($, >), K) che è sulla 
superficie interna del primo ed esterna del secondo. 

Avremo cioè : 


Pi =. P» P" . 


Ma: 


P'= nabe (V-A’) 


d\ 


A) (A’ X) (C’ -t- X) ’ 


P' =^«ftc(A*-A.*) f-^ 


dx 


./ |/(a’ -4- A) (ft’ -f- X) (C’ X) 


rofte 


.O/.'__2^_\ 

J \ o’-t-A ft’-t-A C’4-A/ y (a’-+-A)(6’.4-A)(c’-4-A)’ 


|/(a>-+-AXft’-4-A)(C*-4-A)’ 
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onde : 


(15) Pi = ffo6c(A,* 



_dA_ 

|/(0‘-hA)(6«-+-A)(C’-I-A) 


■+-nabc 



_ K* \ _dA_ 

6*-f. A C*-hX/ y (o’4-A> (6*-+-A) (C*- 1 -A) ■ 


Per avere il potenziale esterno e interno di una ellissoi¬ 
de basterà porre nelle formule (14) e (15) A, = o, a, = <x 
e quindi avremo: 


(16) ?,=iTabcf (h,* - ^ - ^ - 

j \ a A 6 *+a c*'-hX/ y Ca*-hA) (6 *-i-A) (c*-t-A)’ 

\ 

(17) Pi=>ro6c f (h* - ^ -- 

6*-t-A C*-|-A/ |'^*^A)(6*^^)^^)’ 


Ponendo a* = A’ _ c* = R’, A = 1, avremo il potenziale 
della sfera. Poniamo: 


?* »)* -t- = r* . 

Integrando si ottiene facilmente : 


Pe 


L jlE. 

3 r 


e 


Pi = 2 ff R* _ I r*, 

come avevamo trovato nei §. 2. 

Si può veri6care facilmente l’espressione del potenziale 
che abbiamo dato per mezzo del teorema di Dirichlet. 
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VII. 


^5 


Potenziale di ma superficie. 

Supponiamo che dai punii di una superficie emanino 
delle forze attratlive e ripulsive che agiscano in ragione 
inversa del quadralo della disianza dal punlo allratlo e re¬ 
spinto; denotiamo con p T intensità delle loro azioni sopra 
r unità di materia concentrata in un punto situalo alla di¬ 
stanza UBO, se riguardiamo p proporzionale alla densità della 
materia da cui emanano le forze, avremo la legge di Newton 
per queste forze, cioè saranno anche in ragione diretta delie 
masse. Per distinguere le forze attrattive dalle ripulsive, baste¬ 
rà prendere positive le densità dei punti attraenti e negative 
quelle dei punti ripellenti. Così potrà accadere che sopra 
una superficie sia distribuita una massa nulla, e ciò acca^- 
drà quando la somma algebrica dei prodotti delle densità 
per gli clementi di superficie ai quali appartengono, sarà 
eguale a zero; e questa massa nulla potrà produrre una azione. 

Le componenti delPazione di una massa distribuita so¬ 
pra una superficie dipenderanno, come nel caso di masse 
che occupano uno spazio di tre dimensioni^ dal potenziale, 
che dcBOtando con d a gli clementi della superficie, con 
z X, y, le coordinate del punto attratto e con x\ y\ z* quelle 
di un punto qualunque della superficie, sarà: 



essendo. 


r’ = (x —xr -+- (y—vT 


Quando il punto attratto è all* infinito, r = oo, e quin¬ 
di tutti gli elementi sono nulli e P o. Prendendo il si¬ 
stema delle coordinate polari e denotando con r' il raggio 
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vettore dei punti della superficie, con r" quello del punto 
attratto e con d l’angolo che essi fanno tra loro, avremo: 



Quindi per r" = oo , avremo : 

lira Vr" = l p d j = M ; 

ossia il limite di P moltiplicato per il raggio vettore del 
punto attratto, quando il punto attratto va all’ infinito, è u- 
guale alla totalità della massa ossia alla massa attraente me¬ 
no la repellente. 

Si dimostra pure come nel caso di una massa solida 
che la funzione P e le sue derivate sono funzioni finite e 
continue per tutto lo spazio, quando se ne escludono i soli 
punti della superficie sopra le quali sono distribuite le masse 
attraenti e repellenti e sodisfano alla equazione : 

A» P 0 , 

e che le derivate prime si annullano air infinito, e molti¬ 
plicate per i quadrati delle coordinate del punto attratto 
convergono verso quantità finite coll’ allontanarsi indefinita¬ 
mente di questo punto. 

Prima di passare a determinare come variano P e le 
sue derivate prime quando si attraversa la superficie pas¬ 
sando dallo spazio esterno all’interno della medesima e vi¬ 
ceversa, determiniamo il potenziale d’iiua massa attraente 
distribuita uniformemente sopra una superficie sferica . È 
chiaro che a cagione della simmetria intorno al centro, il 
potenziale sarà una funzione del solo raggio vettore del 
punto attratto, e quindi prendendo le coordinate polari r, 0, 
e il polo nel centro, sarà: 

rfP _ ^ _ 
rfd ~ rf<p “ 
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e requazione: 


darà .* 


ossia: 


A’ P = 0 , 




dP 

dV 


(Ir 


0 , 




Per i punti esterni alla sTera dobbiamo avere per r == od 
P = 0 , onde c' = o. Deve essere inoltre: 


lim Pr = M = 4frpR*, 


denotando con R il raggio della sfera c con p la densità 
costante. Quindi il potenziale esterno sarà: 

r 

Per il potenziale Pe' interno basta osservare che deve essere 
sempre finito» quindi anche per r:=o; dunque sarà: 

Pc' = & . 

Per determinare c' basta dunque che si determini Pe' 
per un punto interno, per esempio» il polo . Abbiamo allora : 


tn n 

P, = p R j'f' s®" 0 dù — i ir pR , 


onde : 
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Si vede che per r = R i due valori del potenziale in- 
teroo ed esterno coincidono, dunque il potenziale è una 
funzione flnita e continua in tutto lo spazio. 

Abbiamo poi: 

rf Pc 4 rf Pi 

dr r* * dr ^ ^ 


Onde : 



Le derivate prime prese secondo la normale alla super¬ 
ficie nel passare dall’esterno all* interno variano bruscamente 
di 4 TT p; dunque le derivate prime sono funzioni sempre 
iiuite ma discontinue nel passare attraverso alla superfìcie. 

Determiniamo ora il potenziale di una massa attraente 
distribuita sopra un’ellissoide di equazione: 



La densità in ogni suo punto sia proporzionale alla por¬ 
zione di normale intercettata tra essa e 1 ’ ellissoide omoteti¬ 
ca corrispondente ad A -h d A. 

Abbiamo trovato nel numero precedente il potenziale 
di questo strato di livello che per un punto esterno è dato 
dalla formula : 


Pe = 2 Ttabc h dk 


J Via' 


dx 


X) (6‘ - 1 - X) (c" x) ’ 


essendo ( ^, 17 , ^ ) le coordinate del punto attratto e 

5* . ’J* . 


a* -+- X 6* X c* -t- X 


/ 4 ’: 
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e per i punti interni alla superficie 


49 


P.' — Strabe h (ih f —^ 

J vw 


• A) (6* -f- A) (c’ -+- a) 


Per i punti della superficie bisogna porre a =3 o e abbiamo: 
Pe==Pe'. 

Dunque il potenziale è una funzione finita e continua in 
tutto io spazio. 

Per quello che abbiamo dimostrato alla fine del !.<* 
abbiamo: 

d P« 1/5^ ^nabchdhy^)^ 

~dir = -yW -4- X) (6* -t- A) (C" -h A) ’ 

^/TT 

■JT “ -rfr = "- 

Ma, denotando con p la densità, si ottiene facilmente: 


f = «K = (K4 . 

0>=.=-‘'- 0,.r- 


Quindi : 


La derivata prima secondo la normale all' ellissoide varia 
bruscamente di 4 frp passando dall* esterno all' interno della 
medesima. 

Osserviamo che il potenziale di tutta la massa distribuita 
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suir ellissoide può riguardarsi come composto di due poten¬ 
ziali, uno P' relativo ad una parte e' della superOcie, e uno 
P'' relativo alla rimanente e" della medesima, cioè : 

p = p» 4- P ' . 

Ora prendiamo un punto m nella superficie e'. Per quanto 
piccola sia la parte di superficie e', quando sì fa muovere il 
punto attratto nello spazio esterno, e poi attraversando e in m 
si fa passare nello spazio interno, la funzione P" e le sue de¬ 
rivate prime si mantengono sempre finite e continue, quin¬ 
di la difierenza delle derivate prime rispetto alla normale 
in m nella faccia interna ed esterna della superficie avranno 
una differenza infinitesima, ma queste derivate del poten- 
ziale P differiscono di 4;rp; dunque anche le derivate me¬ 
desime di P' differiranno di 4?rp. 

Dunque le derivate rispetto alla normale di un elemento 
ellissoidale sopra la faccia interna ed esterna del medesimo 
differiscono tra loro di Poiché P e P'' rimangono 

continue anche attraversando m, rimarrà continua anche P' 
e quindi il potenziale di un elemento di superfìcie ellissoi¬ 
dale è una funzione finita e continua in tutto lo spazio. 

Prendiamo ora una superficie qualunque che in ogni suo 
punto ammette una ellissoide osculatrice. Decomponiamo il 
suo potenziale in due parti, uno sìa il potenziale P' d’una 
sua parte infinitesima e', che potremo riguardare come un 
elemento della superficie della ellissoide osculatrice, Y altra 
sia il potenziale P" di tutta la rimanente superfìcie e", a- 
vremo; 


P = P' -i- P". 

' d P” 

>P" e la sua derivata —z — sono funzioni finite e continue 
a p 

finché il punto attratto si muove nello spazio interno o ester¬ 
no, e passa dair uno all’altro per un punto m di e\ P’ è 
^ . . dV^ 

pure sempre finita e continua, ma --— varia bruscamente 

d p 


% 


Digitized by CjOOQle 


51 

di 4 ^ p quando si passa dallo spazio esterno allo spazio in* 

cip 

terno attraversando € in m, quindi anche soffrirà la 

stessa brusca variazione e avremo il seguente teorema: 

Il potenziale di una massa distribuita comunque sopra 
una superficie che ammette in ogni suo punto ellissoidi oscu¬ 
latrici è una funzione finita e continua in tutto lo spazio, le 
sue derivate prime sono finite e continue in tulio lo spazio, 
eccettuati i punti della superficie slessa, dove la deìivata rap¬ 
porto alla normale varia bruscamente di kn p, nel passare 
date esterno allo interno. 


Vili. 

Caratteristiche del potenziale d'una massa distribuita 
comunqìte sopra una superficie. 

Abbiamo veduto che il potenziale di una massa distri¬ 
buita comunque sopra una superficie ha le seguenti pro¬ 
prietà . 

1/ È una funzione finita e continua in tutto lo spa¬ 
zio, s’annulla all’infinito, e il prodotto di essa per il raggio 
vettore del punto attratto o respinto col crescere di questo 
raggio converge verso una quantità eguale alla totalità della 
massa. 

2. ^ Le derivate prime di questa funzione sono finite 
in tutto lo spazio, s’annullano all’infinito ed i prodotti dì 
esse per il quadrato del raggio vettore col crescere di que¬ 
sto convergono verso quantità finite, e sono continue in tutti 
i punti che non si trovano sopra la superficie data. 

3. ® La derivata presa rispetto alla normale alla super¬ 
ficie stessa nel passare dalla parte esterna aH’iuterna varia 
bruscamente di valore ed abbiamo : 

à 


ef Pe _ 
dp dp 
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dove p indica la densità in quel punto, p la normale con¬ 
tata andando verso Tinterno della superficie. 

4.^ In tutti i punti dello spazio, ad escJusìoQe punti 
della superficie, abbiamo : 

A’ P == 0. 

Queste proprietà come ha osservato Dirichlel non solo neces¬ 
sariamente appartengono a tutti i potenziali di superficie, 
ma sono sufiìcienti alla loro completa determinazione, sono 
le loro caratteristiche. Non vi sono due funzioni che avendo 
queste proprietà a comune possano differire nei loro va¬ 
lori in nessun punto dello spazio. 

Supponiamo che P e P' sieno due funzioni che godano 
tutte le proprietà sopra enunciate, la loro differenza : 

V = P — P' 

goderà di tutte le medesime proprietà, soltanto le sue de¬ 
rivate prime saranno continue in tutto lo spazio. 

Infatti avremo : 

dPe d Pi 

---T— = — p , 

dp dp 

d Pe' d P/ 

-7—- - — = — 4 , 

dp dp 

onde : 

d Ve _ ^ 

dp dp 

Le derivate seconde di P e di P' e quindi di V sodisfacendo 
r equazione (2) in tutto lo spazio ad eccezione dei punti 
della data superfìcie dove hanno valori finiti, avremo : 


a 
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dove a è una qulautità qualunque grande quanto si vuole. 
Effettuando T integrazione per partì si trova come nella di¬ 
mostrazione deir analogo teorema per il potenziale di una 
massa che occupa uno spazio a tre dimensioni: 




e quindi: 


gy dV _ 

dx dy dz 


V = costante . 


Ma airinfinito P P' e quindi Y = o; dunque è sempre 
V =» 0 come volevamo dimostrare. 

Alla terza proprietà caratteristica del potenziale dì una 
massa distribuita sopra uua superficie si può sostituire il 
valore del potenziale nella superfìcie stessa. 

Il teorema precedente porta che ad una data distribuzio¬ 
ne di massa sopra una superficie corrisponde un solo poten¬ 
ziale determinato, dimostreremo che vi è anche un solo po¬ 
tenziale che abbia dati valori sulla superficie, e una sola di¬ 
stribuzione di massa sopra la superfìcie la quale abbia que¬ 
sto potenziale. 

Per dimostrare questo ci varremo del seguente teorema: 

Esiste sempre una funzione finita e continua insieme 
colle sue derivale prime in uno spazio connessoy la quale 
prende dati valori sopra la superficie che forma il contorno 
di questo spaziof e nello spazio interno sodisfa r equazione: 
A* V = o, e ne esiste una sola. 

Sia R questo spazio, S la superficie chiusa che lo limita, 
t; la funzione dei punti della superfìcie S alla quale devo 
essere ugnale in questi punti la funzione di cui si vuol di¬ 
mostrare la esistenza. Se V è una funzione qualunque che 
insieme colle sue derivate prime sia finita e continua in 
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tutto lo spazio R e sia eguale a t; sopra la superficie S, è 
chiaro che 1* integrale triplo esteso a tutto lo spazio R : 




avrà un valore finito e positivo. Quindi fra le funzioni V 
che godono queste proprietà ve ne sarà una almeno che ren¬ 
derà Q un minimo. 

Sia questa : W. Allora ponendo in luogo di W un' al¬ 
tra funzione: W -t- /*, o W — h che goda le stesse pro¬ 
prietà, e quindi che alla superficie sia A = o, e A e le sue 
derivate perirne siano finite e continue in R , dovrà aversi 
un valore di Q maggiore di quello che si aveva per V=W. 
Ma abbiamo : 


o A/w^dAv /(ivv ^ ^ , 


« , « frr/d^ dh dVf dh dW dW\ ^ , 

^JJj dx HJ ’dj) dz^Qi, 

e sarà Qw:t^ ]> Qw per qualunque A soltanto quando sia 
sempre : 

rmd^ dh dVf dh dW dh\ ^ , , 

JJJ Uf ai * -àf di = 

Ora per il teorema di Green questo integrale può porsi 
sotto la forma : 



do 




A A* W dx dy dz 


Poiché h=o alla superficie, il termine è zero, e il se¬ 
condo sarà zero per qualunque valore di A soltanto quan¬ 
do sia 

A* W = 0 . 
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Dunque Qw è nn mìnimo quando W è una funzione 
che gode le proprietiìi dell* enunciato del teorema, e poiché 
esiste sempre un minimo dr Q esisterà sempre una tal fun« 
zionc. Per dimostrare che ne^ esiste soltanto una basterà 
dimostrare che esìste un sol minimo . 

Supponiamo che esistano due di queste funzioni W e W' 
che diano un minimo per Q, avremo : 

W ^ W' — W, 

e posto : 

W' — W = /i, W' = W -h /i, 

W dando un minimo per 0, avremo: 

Qw' = Qw -+- Qh . 

Analogamente avremo: 

Qw = Qw' - 4 - Qk • 

quindi: 

Qh ==> 0, 

ossia : 

dh dh dh 

dx dy ^ dz ^ 

h == cost. 

Ma A =3 0 sulla superficie, onde in tutto lo spazio R sa- 
rà A =1 o, e W = W' come volevamo provare. 


V 
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Ora se è dato il valore Y del potenziale sopra una super¬ 
ficie S che limita uno spazio finito e connesso, lo spazio ester¬ 
no alla superficie S sarà pure connesso e limitato dalla super¬ 
ficie e da una sfera di raggio infinito, e il potenziale Pe in 
questo spazio esterno sarà finito e continuo insieme colle 
sue derivate prime, e avrà il valore v sopra la superficie 
S e sarà nullo sopra la sfera di raggio infinito ; quindi sarà 
dato sopra tutta la superficie che limita lo spazio esterno 
e sodisfarà inoltre alla condiziono A*Pe«=o; quindi esisterà 
una funziono Pc c una soltanto che sodisfarà queste condi¬ 
zioni . Quanto allo spazio interno ad S che è limitato dalla 
sola superficie S vi sarà pure una sola funzione Pi che 
sarà uguale a v sopra S, e sodisfarà Pequazione: 

A* Pi =» 0, 


quindi Po nello spazio esterno, e Pi nell’ interno che sono 
ambedue eguali a v sopra la superficie S, formano una fun-^ 
zione finita e continua in tutto lo spazio, e ponendo: 

dPc rfPi 

dp dp ^ 


è chiaro che questa funzione avrà tutte le caratteristiche 
del potenziale della massa che ha la densità p sopra S e 
quindi è il potenziale stesso. Così dato il valore del po¬ 
tenziale sopra S, esso risulta completamente determinato in 
tutto lo spazio, e rimane pure determinata dalla prece¬ 
dente equazione la distribuzione della massa sopra la su¬ 
perficie. 
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IX. 

Potenziale di un sistema di punii materiali sopra un altro 
. e sopra sè stesso. 

Siano dati, un sistema S di punti materiali: ... 

mobili liberamente, le masse dei quali siano rispettivamente; 
fili, m,, m,, ..., e un sistema S' di altri punii materiali fis¬ 
si: Pi> Pi\ Pz 9 •••> le masse dei quali siano: m/, m,', m,',..., 
e i punti ps e p^ si attraggano o si respingano tra loro colla 
legge di Neivton^ secondo che il prodotto delle loro masse è 
positivo o negativo. Sia nk la distanza dei due punti ph e pk 
e rhk' quella dei due punti ph e pk'; (vh), la velocità del 
punto Ph alla fine del tempo , (vh)o la velocità dello stesso 
punto alla fine del tempo 1^; Vh il potenziale del sistema S 
sopra il punto ph, e Vu' il potenziale del sistema S' sopra il 
medesimo punto. Poniamo: 

\\T ^ \T ^ ^ ^ mk mh 

W = — 2k wik Vh = - 5 - 2k 2h- , 

2 2 rhk 

TXTI ^ xr t 

W = 2k »Wk Vh = 2k 2h -;—. 

rkh' 

Abbiamo dalla meccanica (') la equazione: 

(1) i 2h mh (th).* — J 2h mh (uh)** = W, -f- W/ — Wo — Wo\ 

distinguendo cogli apici 1 e 0 i valori corrispondenti al tem¬ 
po t, e al tempo 1^. 

La funzione W che si ottiene prendendo la semisomma 
dei potenziali del sistema S relativamente a tutti i suoi punti 
rispettivamente moltiplicati per le masse di questi punti, A 
il potenziale del sistema S sopra sè stesso. La funzione W' 

(*) Vedi MossotU Lezioni di meccanica razionale^ L. 37. 
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clic sì ottiene prendendo la somma dei potenziali di S' re¬ 
lativi ai punti di S rispettivamente moltiplicati per le masse 
di questi medesimi punti, si dice il potenziale del sistema S' 
sopra il sistema S. 

Clausius ed altri hanno dato al potenziale di un sistema 
sopra se stesso il nome semplicemente di potenziale del si¬ 
stema cui si riferisce, riserbando alla funzione che nei nu¬ 
meri precedenti abbiamo chiamalo il potenziale, il nome 
datole da Green di fini rione potenziale^ ed anche noi in se¬ 
guito adotteremo quelite denominazioni. 

Se denotiamo con W" il potenziale del sistema S' sopra 
sè stesso^ poiché questo sistema è fisso avremo: 

w; = W/, 


c quindi: 

W.-+-W/-w,-Wo'=w. ^w/ 4-w;-Wo-w/-w,-. 

Ma W Hr W' W" è il potenziale di lutto il sistema S' più S, 
e la quantità W*-+• W/— — Wo' esprime il lavoro mec- 

cauico fatto dalle forze attive nel tempo f, — , quindi la 

equazione medesima dà il seguente teorema : 

L aumento del potenziale di un sistema in un dolo inter- 
vallo di tempo del suo movimento, è eguale al lavoro .mecca¬ 
nico fatto dalle forze attive in questo intervallo, ed anche al- 
V aumento di forza viva acquistato dal sistema, in questo me¬ 
desimo intervallo ('). 

Determiniamo ora rinlensità delle forze colle quali più 
corpi di forma qualunque che sì attraggono secondo la légge 
di Newton., sono sollecitati l’uno verso l’altro. 

Siano: K,, K,, K,... questi corpi, e V,, V,, V5,... le 
funzioni potenziali dei medesimi relative ai punti esterni; e 

V/, V3',... le rispettive funzioni potenziali relative ai 
punti interni; W,, W,, W,,... i potenziali di questi corpi 

(') Prendiamo la forza vira egnale alla semisoiuma dei quadrali dello 
Telocità nroUiplicati per le masse. 


Digitized by LjOOQle 




59 

e Wrs il potenziale in generale del corpo Kr sopra K*; 
avremo : 


Ws = i ; V.' dnk . 

Wr» = J Vf dnh = J V, dmr . 

Quindi è chiaro che il potenziale Wg sarà soltanto fun¬ 
zione dei parametri della superfìcie che limita il corpo Ki e 
delle costanti della funzione che esprime la densità nel me¬ 
desimo; e il potenziale Wr$ oltre ad essere funzione di questi 
parametri e di queste costanti» sarà funzione ancora di tre 
rette e di tre angoli che fìssane la posizione del corpo Kr 
rispetto al corpo Kg. 

Se prendiamo per assi delle coordinate tre assi orto¬ 
gonali fissi in uno dei corpi» per esempio nel corpo K| » e 
denotiamo con Ur» bt, Cr le coordinate del centro di gravità 
di Kr e con ij/r. Or, fr gli angoli (per esempio quelli intro- 
dotti da Eulero) che determinano la direzione di tre assi 
ortogonali fissi nel corpo Kr rispetto agli assi delle coordi¬ 
nate, e chiamiamo coordinale reUilinee del corpo Kr le quan¬ 
tità ar^ btf Cr e coordinale angolari del corpo Kr le quantità 
^r^ dr, è facile a vedersi che il potenziale del sistema: 


W = 2 Wh -h 1 2h2k Whk 


conterrà 3 n — 3 coordinate rettilinee e 3 n — 3 coordinate 
angolari, se n è il numero dei òorpì. 

Denotando con — Xr, — Yr, — Zr le componenti del¬ 
la forza da applicarsi al centro di gravità di Kr e con 
— Hr, —Hr', — Ur'' le coppie che hanno per assi rette pa- 
rallelle ai tre assi delle coordinate, da applicarsi al cor¬ 
po Kr, per fare equilibrio all*azione esercitata sopra il me¬ 
desimo dagli altri corpi, avremo dal principio delle velocità 
virtuali : 

(Xh^dh ^ Yh%h 4- Z\JCh -hHh^ph 4- 4- Hh”^/>li”) 4- ^ W=0* 
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dalla quale esprimendo colle formule note della meccanica 
le rotazioni virtuali intorno ai tre assi: oph\ Sph" in 

funzione di (JiJ/h, 5 Oh, (*) sarà facile ricavare i valori 
delle componenti delle forze: Xh, Yh, Zh e delle coppie 
Hh, Hh', Hh" espresse per le derivate del potenziale W ri¬ 
spetto alle coordinate rettilinee ed angolari del corpo Kh. 

Siano, per esempio, due sfere omogenee; R ed R' i loro 
raggi; x la distanza dei loro centri, M ed M*le loro masse; 
r ed r' le distanze di un punto qualunque dal loro centri ; 
Vè e Vi le funzioni potenziali relative ai punti esterni e ai 
punti Interni per la prima sfera, e Ve', Vi' quelle per la se¬ 
conda sfera. Avremo: 

Ve = — , Vi = 2 >r R* — 4 . r* , 
r 3 

• M' 5 

Ve' = —, Vi'= 2ffR'*-. - «r/* ; 

T 0 

onde, denotando con W| il potenziale della prima sfera, con 
W, quello della seconda sfera, con W,, quello della prima 
sfera sopra la seconda e con W il potenziale delle due sfere, 
avremo: 


W, 

' 6 M’ 

W, = 

6M'* 

“ 8 R ’ 

5R'* 


= “/ 

da* 

T 

M Vo’ = 

w 

6M* 

6M'* 

MM' 

1 _ 

W 

5R ‘ 5R’* 

-t- “ 

X 


Onde: 



H, = 0, H,' = 0, H," = 0* 

(') Vedi Mossotti Lezioni di meccanica razionalef L. 24. 
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L’attrazione esercitata da ana sfera sopra V altra è la 
stessa come se le due masse fossero concentrate nei loro 
centri. 


X, 

Dello sialo di equilibrio eleUrico di uno o più conduttori 
sotto razione di forze elettriche qualunque. 

Tutti i fenomeni della elettricità statica si spiegano am¬ 
mettendo che in ogni punto materiale non elettrizzato vi 
siano riunite eguali quantità di due specie differenti di una 
materia imponderabile, una delle quali si chiama elettricità 
positiuay e l’altra elettricità negativa; che due particelle \n- 
finitesime di elettricità dello stesso nome si respingono con 
una forza direttamente proporzionale alle loro masse, e in¬ 
versamente proporzionale al quadrato della loro distanza; 
che due particelle inCnitesime di elettricità di nome contra¬ 
rio si attraggono in ragione diretta delle loro masse, e in¬ 
versa dei quadrali delie loro distanze, e che la intensità della 
forza con cui si attraggono due particelle infinitesime situate 
a una certa distanza sia uguale alia intensità della forza con 
cui si respingono due particelle infinitesime delio stesso no¬ 
me eguali alle precedenti e situate alla stessa distanza; sic¬ 
ché da un punto materiale non elettrizzalo che contiene la 
stessa quantità di elettricità delle due specie, non emana 
nessuna azione, nè sopra gli altri punti non elettrizzati, nè 
sopra r elettricità che potrebbero trovarsi separate in altri 
punti dello spazio. 

Quando si elettrizza un corpo con uno qualunque dei 
mezzi noti dalla fisica si vengono a separare 1* elettricità in 
alcuni dei punti del medesimo e portando via una delle due 
elettricità, rimane in generale V altra libera nel corpo stes¬ 
so, ovvero ponendo un corpo già elettrizzato in contatto con 
uno non elettrizzalo gli si comunica una certa quantità di 
elettricità. Un corpo che contiene in ogni suo punto la stessa 
quantità di elettricità positiva e negativa si dice allo stalo 
naturale; uno invece che contiene in alcuni punii più elei- 
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Iricilà di un nome che di un altro, è eteUrizzato^ e T ec¬ 
cesso di elettricità di un nome sopra quella di un altro si 
dice elettricità libera. 

Un corpo in cni 1 ’ elettricità si muove liberamente ob¬ 
bedendo alle azioni esercitate sopra di essa, sì dice condtU- 
tore; un corpo in cui 1* elettricità, ancorché sollecitata al 
moto da forze che agiscono sopra di lei, é ritenuta ferma 
dalla attrazione che il punto materiale dove si trova, eser¬ 
cita sopra di lei, si dice coibente. Noi considereremo i corpi 
come perfettamente conduttori, immersi in uno spazio per- 
fellamente coibente. 

Se sopra i punti di un corpo conduttore, sia esercitata 
un’ azione elettrica, Y elettricità di un certo nome verrà at¬ 
tratta e r altra respìnta, quindi ne nascerà un moto e Telet- 
tricità si disporrà in modo che ne nascano tali azioni da 
fare equilibrio all* azione esterna esercitata sul corpo, ma se 
il corpo è coibente non potrà nascere alcun moto e soltanto 
potrà accadere una specie di polarizzazione in ognuna delle 
sue molecole ('). 

Supponiamo che in un elemento dv dello spazio si trovi 
tanta quantità di elettricità positiva, che se si avesse un* uni¬ 
tà di volume pieno di elettricità positiva uniformemente 
distribuitavi in modo che in ogni suo elemento ve ne fosse 
tanta quanta in du, la totalità dell* elettricità fosse p, si dice 
allora che la densità della elettricità contenuta in du è p, 
ed è chiaro che se la quantità di elettricità contenuta in dv 

è dm sara p = -j— . 

dv 

Se r elettricità .dm' contenuta in dv è negativa, %i di¬ 
rà che la densità è — p e avremo : — p => . 

^ dv 

È chiaro che con queste convenzioni 1* azione esercitata 
da una particella di elettricità sopra un punto qualunque 
dello spazio che si trova alla distanza r dalla medesima e 


(') Il Mossotti ha considerato questa azione sai corpi coibenti in una 
Memoria inserita nel Voi. XXIV. p. I. delle Memorie della Società italiana. 
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che coDtieDe una quanlìlù di elettricità eguale ad uno, sa**^ 
data sempre da : 


dv 


Quindi per avere 1* azione che» la elettricità libera distribui¬ 
ta comunque in un corpo esercita sopra un punto qualun* 
que dello spazio, basta determinare il potenziale della me¬ 
desima, il quale sarà: 



ed avrà le proprietà caratteristiche, che abbiamo dato nei 
numeri precedenti. 

Sia S un sistema di corpi conduttori: K|, K,, K,,... im¬ 
mersi in uno spazio coibente, al quali siano compartite rispetti¬ 
vamente le quantità di elettricità: E|, li!^, E„... Agiscano sopra 
il sistema S forze elettriche qualunque (che potranno emana¬ 
re da corpi coibenti elettrizzati) e i punti d* onde esse ema¬ 
nano siano alcuni nello spazio connesso esterno a tutti i 
conduttori, altri nei vuoti che supporremo trovarsi in alcuni 
dei coudullori. Sia P la funzione potenziale di queste forze 
elettriche esterne al sistema. 

Le elettricità libere comunicate primitivamente ai con¬ 
duttori e quelle nate per la decomposizione prodotta dal- 
r azione delle forze elettriche esterne al sistema, e dal- 
r azione reciproca della elettricità dei conduttori, si muó- 
veraono finché non saranno pervenute a una tal distribuzione 
per cui le azioni che risultano da esse e dal potenziale 
P sopra un punto qualunque dei conduttori non venga¬ 
no ad essere nulle e allora diremo di avere ottenuto lo 
tkUo di equilibrio elettrico nel sistema. Quindi in questo 
stato dovranno essere nulle le derivate della somma della 
funzione potenziale P colla funzione potenziale di tutta la 
elettricità del sistema, in ogni punto di ciascuno dei' con¬ 
duttori, e perciò la somma di queste due funzioni dovrà es- 
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sere eguale a una medesima eostaute in ogni punto del me¬ 
desimo conduttore. Pertanto, se denotiamo con Ve la fun¬ 
zione potenziale di tutta la elettricità del sistema nello stato 
di equilibrio relativa allo spazio esterno a tutti i conduttori, 
con Vi', Vi", V/",... la medesima funzione per i punti interni 
ai conduttori K|, K,, K,,..., e finalmente con Vi^’per uno 
spazio vuoto 8 che esista nel conduttore Kr; avremo sopra le 
superficie esterne dei conduttori Kr: 

(1) Ve -f- P Cr y 

per le superficie interne: 

^ («•) 

( 2 ) Vg P stm Cr y 

in lutto il conduttore Kr : 

(r) 

(3) Vi -i- P = Cr y 

essendo c,, c,» ... tutte quantità costanti. 

L’ equazioni ( 3 ) danno immediatamente la funzione po¬ 
tenziale ueir interno dei conduttori espressa per la funzione 
P data, e per le quantità costanti Cr. 

La funzione Ve rimane determinata dall' equazione (1) 
mediante il secondo teorema del Vili.; perchè ha le ca¬ 
ratteristiche della funzione potenziale ed è data sopra la su¬ 
perficie sferica di raggio infinito, e sopra le superficie ester¬ 
ne dei conduttori Kr, i quali limitano compiutamente lo spa¬ 
zio connesso a cui si riferisce. 

La funzione Vg(r) è determinata egualmente nello spazio 
vuoto s di Kr, perchè avendo le caratteristiche del potenzia¬ 
le, è data dalla equazione (2) sopra la superficie interoa 
di Kr che limita questo spazio a cui essa ri riferisce. 

Se denotiamo con pé la densità della elettricità ne) con¬ 
duttore Ks, avremo: 


V'r= 
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(«) 

A’ Vi -t- A* P = 0, 

e ; A' P =» 0 , perchè nell' interno dei conduttori non vi so^ 
no punti d’onde emanano le forze elettriche che hanno la 
funzione potenziale P; quindi: 



e in conseguenza: 


pi « 0 , 


e abbiamo il seguente teorema già noto dall’ esperienza : 

Nello slato di equilibrio elettrico sotto V asione di forze 
elettriche qualunque esterne al sistema^ la elettricità si porla 
tutta alla superficie dei conduttori, e nell* interno di essi ri¬ 
mane tutta allo stalo naturale. 

Quindi la funzione potenziale della elettricità del siste¬ 
ma è potenziale di superficie, e abbiamo per ciò che dimo¬ 
strammo nel VII. le formule seguenti per. determinare le 
densità pr, della elettricità che si troverà rispeHivamen- 

te sopra le superficie esterne e interne di Kr: 


(i) 


d V> dP 

dpr dpr 


dVs(d 

dpfi^> 


dP 

dpsi^^ 


— h ir . 


Le costanti Cr si determineranno per mezzo delle quan¬ 
tità di elettricità libere, comunicale primitivamente ai con¬ 
duttori, dalle equazioni : 
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che le conterranno linearmente nel secondo membro come 
vedremo in seguito e che sarajino in numero eguale al nu¬ 
mero delle incognite. 

Se alcuno dei conduttori per esempio Kr fosse posto in 
comunicazione col suolo, la funzione potenziale V dovrebbe 
sopra la superGcie di questo avere lo stesso valore che ha 
la funzione potenziale sulla superficie della terra, cioè do¬ 
vrebbe esservi eguale a zero, quindi Ct = o, e la equazione 
(5) che vi si riferisce darebbe la quantità di elettricità libera 
che si troverebbe su questo conduttore, e per determinare 
le costanti Cs si avrebbe una equazione di meno e una in¬ 
cognita di meno. 

Se in uno degli spazi vuoti nell’ interno di uno dei con¬ 
duttori Kr non si trova nessuno dei punti d*onde emanano 
forze elettriche, la funzione potenziale Vs' + P si manterrà 
continua in tutto questo spazio, ed essendo costante sopra 
la superficie che lo limita, per il teorema 4.® del IV, sarà 
costante in tutto questo spazio, quindi si avrà lo stesso valo¬ 
re come se questo spazio fosse ripieno di materia conduttrice, 
e razione esercitata sopra i punti del medesimo sarà nulla. 

Se il sistema si riduce a un sol corpo conduttore K, e 
i punti d* onde emanano le azioni elettriche sono situati in 
uno spazio vuoto Sf interno ni medesimo, ed esso è posto 
in comunicazione col suolo, la funzione potenziale Ve -4- P 
sarà nulla sopra la superficie esterna di K, si manterrà finita 
e continua in tutto lo spazio esterno, sarà nulla sopra una sfe¬ 
ra di raggio infinito e sodisfarà T equazione di Laplace^ quindi 
per il teorema 4.” 'del IV , sarà nulla in tutto lo spazio 
connesso esterno a K; avremo dunque il seguente teorema: 

Le azioni eleUriche che emanano da punii situali in um 
spazio racchiuso da un involucro conduttore posto in comuni¬ 
cazione col suolOf sono nulle sopra tulli i punti dello spazio 
esterno all* involucro. 

Denotando con p la densità della elettricità nella super¬ 
ficie interna di K che limita lo spazio vuoto St, con V/ la 
funzione potenziale della elettricità indotta nel corpo K, 
avremo : 

= — 4?rp , 
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e qoiòdi, essendo E' la quantità di elettricità che si trova so¬ 
pra la superfìcie che limita 5|, si ottiene: 



Ora per il teorema t.® del §. IV, abbiamo: 



essendo E la quantità di elettricità cui sono dovute le azioni 
elettriche che hanno la funzione potenziale P e che si trova 
nello spazio S| ; sarà dunque : 

E' = — E 


e avremo il seguente teorema: 

Se in uno spazio vuoto chiuso da un conduttore posto in 
comunicazione colla terra esistono più corpi elettrizzali, sopra 
la superficie interna del condiUlore si accumulerà una quan-^ 
tità di elettricità libera eguale e di segno contrario a quella 
contenuta nei corpi elettrizzati che si trovano nell* interno. 

Se I punti d’ onde emanano le forze che agiscono sulla 
elettricità del sistema e che hanno la funzione potenziale P, 
appartengono al sistema stesso^ cioè se alcune di queste 
forze emanano da alcuno dei punti interni dei conduttori, , 
non si potrà avere uno stato di equilibrio elettrico, per¬ 
chè in questo stato nell’ interno di ciascun conduttore vi 
dev* essere un’ azione nulla. Si avrà dunque un movimento 
continuo nella elettricità del sislema, o quando il moto sarà 
ridotto permanente tutta la elettricità libera sarà alla super¬ 
fìcie dei conduttori. Infatti sia V il potenziale di tutta la 
elettricità libera; avremo nell’ interno dei conduttori: 

A* V = — A n p 

5 
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indicando con p la densità deir elettricità. Ora consideriamo 
nell* interno di un conduttore una superficie chiosa qoalun* 
que che non escendo dal conduttore non racchiude nel suo 
interno aldino dei punti d* onde emanano le forze di fun¬ 
zione potenziale P; essendo ridotto il moto permanente, e 
supponendo che la quantità d* elettricità che passa attraver¬ 
so ogni elemento piano dei conduttori sia proporzionale alla 
componente nel senso della normale a quest* elemento, poi¬ 
ché nello spazio racchiuso da questa superficie tanta elet¬ 
tricità dev* entrare quanta escirne, avremo: 



Onde per il teorema di Green: 

A* Vd(T = 0, 

quando si estenda quest* integrale triplo a tutto lo spazio 
connesso limitato dalla superficie qualunque considerata. 
Avremo dunque nell* interno de'conduttori quando si esclu¬ 
dano i punti d’ onde emanano le azioni di funzione poten¬ 
ziale P: 


e quindi: 


A* V =: O , 


P = 0, 

come frolevamo dimostrare. 

Anche in questo caso, denotando con Ve e con Vi la 
funzione potenziale relativa ai punti esterni e interni al con¬ 
duttore, con p la densità dell*elettricità, abbiamo: 

dVc dVi 

— - - — = — 4 /r p . 

dp dp 
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XI. 


Distribuzione della elettricità sopra un ellissoide. 

Abbiamo dimostrato nei S* V. che la funzione potenziale 
di uno strato dì livello è costante in tutti i punti della su¬ 
perficie interna dello strato, e nello spazio racchiuso dallo 
strato stesso, quindi sopra una superficie dì un sol corpo 
conduttore immerso in un mezzo perfettamente coibente tutto 
allo stato naturale, 1’ elettricità si distribuirà in modo da 
formare uno strato di livello, perchè secondo ciò che abbia¬ 
mo dimostrato nel Vili., vi è una sola funzione potenziale 
che abbia un valore dato alla superficie. 

Quindi sopra un conduttore che abbia la forma di un 
ellissoide, la elettricità dovendo formare uno strato di livello, 
dovrà distribuirsi in modo che la sua densità risulti in un 
ponto qualunque m proporzionale direttamente alla lunghez¬ 
za della normale compresa tra essa e 1’ ellissoide omotetica 
Infinitamente vicina. Queste porzioni di normale sono pro¬ 
porzionali a (1 / Aa), essendo : 


a?* y* _ 

6*-hA C*-i-A~ 

ed a, c i semiassi principali deir ellissoide. 

Determiniamo ora il significato geometrico della espres¬ 
sione ({/AaT come è stato trovato dal sìg. Carlo Neumann. 

AaiO 

Ponendo : 


H «= 




z* 




abbiamo : 


1/(AA) « 

>s0 


H * 
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Siano ora m, n i coseni degli angoli che la normale 
air ellissoide : 

V 3?* y* ^ j 

(1) /'(*, y. ^ TT = * . 


fa con i tre assi ; avremo : 


/ 


H ^ 


m 


y ì zi. 

T ¥ ^ ^ c* ¥ 


Quindi il Piano che passa per il centro ed è paralello 
al piano tangente avrà per equazione: 


(2) Ix -t- my nz = 0 , 

Poniamo nella equazione (1): 

a? = fX-f. fY-f- rZ, X = /x-f.my-+-nz:, 
y ==*mX H-m'Y -hm"Z , Y = f a? triy -+- tCz , 
z = nX -h n'Y -h n"Z , Z = fa; m"y h- n";? . 

È chiaro che il nuovo Piano delle y z sarà il piano (2) 
® ponendo nell’ equazione trasformata : 

/■(/X-t-fY + rz, mX-+-m'Y-f-m"Z, nX-+-n'Y-f-n"Z) = l, 

^ avremo l’equazione della sezione nel suo stesso piano. 

I^erchè sia riferita ai suoi assi principali dovrà aversi: 

/*=» LX* -H MY* H- NZ‘ -f- 2PXY -+- 2QXZ = 1 

perchè ponendo X = 0 divenga della forma : 

M Y* -t- N Z’ = 1 . 
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v.. J 

Derivando rapporto ad Y, avremo: 





m 


dz 


2MY -I- 2PX, 


ossia: 

= (Mm' •+• Pm) y -I- (Mn' 4- Pn) z, 

€i 0 C 

onde: 

(t — Mo’) e — Pia* = 0 , 

(1 — M6*)m'— P»nft*= o, 

(t — Mc’)n’ — Pnc*= o , 

tC H- mn»' 4- n»' == o, 

f 

dalle quali si deduce: 

Pa* »i*6* n*c* 

l_Mo* ì — m* 1— 

Derivando rapporto a Z si trova analogamente: 

Pa* m*b* n*c*_ 

1—No* 1—Nft* t—Nc* “ ®' 

Onde, H ed N sono le radici della equazione: 

Pa* m*b* n’c’ 

1 —So* t — S6* t_sc*“® 

Pa* 4- m*b* 4- n*c* 

— S [Pa*(b* 4- c>) 4- m*6’ (c* 4- o*) 4- n*c’ (o* 4-6*)] 

4 - o* 6’ c* S* =■ 0 . 
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Ora se denotiamo con a, e 6, i semiassi principali della se¬ 
zione fatta dal Piano ( 2 ) nell’ ellissoide^ avremo : 

_ 1 

®' “ yw ’ 

^ yW * 

Quindi l’area di questa sezione sarà: 


Ma; 


n Oi 6, 


n 


MN = 


/*a* -I- fn’6* -t- n*c* 
a' c* 


I 

H*a’ 6 *c* ’ 


onde: 


u *• 


c: 



2a6c 


Dunque abbiamo il seguente teorema: 

Se si comunica dclC eleUricilà a un condtUlore che abbia 
la forma di un ellissoide^ sopra cui non agisca nessuna forza 
elettrica esterna^ V elettricità si distribuirà in modo che in 
ogni punto la sm densità sia inversamente proporzionale al- 
V area della sezione falla dal Piano che passa per il centro 
ed è parallcllo al Piano tangente in quel punto- 
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Denotando le pressioni che 1’ elettricità eserciterà con¬ 
tro il mezzo coibente in cui è immersa 1’ ellissoide, negli 
estremi degli assi a, b, c con pi, pb, pc, avremo: 


P» Pb : pc 


. -i. . _L 

ft* c* * c’ 0* * a’ 6’ 


Pa : Pb : Pc = o* ; ; C» . 

Quindi se a ]> > c ed o assai più grande di 6 c di c, 

avi'émo una pressione di gran lunga supcriore all’ estremo 
deir asse maggiore. Di qui la teorica delle punte. 

XII. 


Funzione di Green. 


Per determinare analiticamente la funzione potenziale 
relativa allo stato dì equilibrio elettrico di un sistema di 
conduttori elettrizzali, e che si trovano sotto l’azione di 
forze elettriche es:erne qualunque, si presentano due dif¬ 
ficoltà: una dipendente dalla forma dei conduttori, e una 
dalla natura del potenziale P delle forze elettriche esterne. 
Green per superare le due diOlcoItù separatamente ha dato 
un metodo, con cui si risolve la didicoltù relativa alla forma 
dei conduttori nel caso più semplice di P, e si fa dipendere 
tutti i casi in cui P ha forme qualunque più complicate 
dalla soluzione di questo. 

Sia : 


P = — 


i 


T oki 


cioè consideriamo no sistema S di conduttori sotto V azione 
di un punto solo m in cui vi è una quantità di elettricità 
eguale all* unità, e che si trova in un mezzo perfettamente 
coibente nello spazio esterno al sistema S. Supponiamo inol¬ 
tre che tuUi i conduttori del sistema S siano posti in co* 
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inunicazione colla terra. La funzione potenziale dello strato 
elettrico che nello stato di equilibrio avrà luogo nei con¬ 
duttori del sistema sommata colla funzione potenziale-, 

t*mx 

sopra la superficie e nell* interno di ciascuno dei conduttori 
dovrà essere uguale a una quantità costante, e poiché que¬ 
sti conduttori sono posti in comunicazione col suolo, che ha 
la funzione potenziale uguale a zero, dovrà la costante essere 
eguale au zero, ossia la funzione potenziale dello strato elet¬ 
trico in equilibrio delle superficie dei conduttori, dovrà es¬ 
sere sopra queste e nell' interno eguale ad . Denotia- 

DIO questa funzione potenziale per un punto n dello spazio 
esterno con G(m,n). Questa funzione delle coordinate (x\f/\z') 
di m c (x, y, z) di n che si chiama la funzione di Green dal 
nome di colui, che V ha introdotta nella fisica matematica, 
è una funzione potenziale, quindi è completamente determi¬ 
nata per tutti i punti esterni al sistema S dalle seguenti ca¬ 
ratteristiche : 

i.o Sopra la superficie dei conduttori del sistema S 
i 

^ rmx 

2 . ® Air infinito s’ annulla insieme colle sue derivate, 
essa moltiplicata per r e le sue derivate moltiplicale per r*, 
convergono verso un limite finito. 

3 . ® È finita e continua insieme colle sue derivate in 
tutto lo spazio in cui si considera. 

A.® Sodisfa in tutto questo spazio Tequazione: 

A* G => 0. 

La densità pma che avrà T elettricità in un punto a del 
sistema S sarà data dalla formula: 

/ 

dG(m, x)| 
d—/ 

^ Xrs a 



A 
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c avremo per un ^uoto interno al sistema: 
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e per un punto esterno al sistema : 

f-^- CK»). 

La funzione di Green è simmetrica rispetto ai punti m 
ed'n esterni al sistema S, cioè permutando le coordinate 
X, ^ di con quelle x\ y\ z* di m, non muta. 

Infatti, dall* equazioni precedenti abbiamo: 



dove a è un punto della superficie: 

f ® <*"’ ”> » 

onde; 

e quindi non muta cangiando m in n ed n In m. 

Se il punto m è interno ad uno dei corpi del sistema S 
,essendo la superficie di S posta in comunicazione colla terra, 
il potenziale dell* elettricità distribuita sopra la superficie 

di S dovrà essere uguale ad —^ sopra la superficie di S e 

r mx 

in tutto lo spazio esterno; e nello spazio interno denotan> 
dolo con G' (m, n) avremo che questa funzione avrà le se¬ 
guenti caratteristiche. 

I.® Sarà uguale ad sopra la superficie: 
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2. ® Sarà finita e continua insieme con le sue derivate 
nello spazio interno. 

3. ® Sodisfarà V equazione 


A* G' = 0 . 

La densità pma* che avrà la elettricità in un punto a 
della sua superficie sarà data dalla formula: 

(dG'{m,x) 

\~^- TT/ 


e avremo: 


/ 


pmx d 0* i 

Tux ran 


per un punto n esterno al corpo : 


./ 


= G'(m.n) 

"nx 


per un punto n interno al corpo. 

La funzione G' (m, n) è simetrica rispetto ad m ed n; si 
dimostra come nel caso precedente. 

Se denotiamo con Qmn il potenziale dell’ elettricità in¬ 
dotta in un sistema di conduttori S posti in comunicazione 
colla terra, dalla elettricità concentrata in un punto m ester¬ 
no al sistema S, più il potenziale di questa stessa elettricità; 
avremo : 


Omn == G (m, n)- — 

Tmu. 

per i punti n esterni al sistema S, ed 

Qm n = 0 
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p' 


per tutti i punti Interni al sistema, e se denotiamo con QmD 
il potenziale deir elettricità indotta nella superfìcie di un 
corpo posto in comunicazione col suolo dall* elellricilà con¬ 
centrata in un punto m interno ad S più il potenziale di 
questa stessa elettricità, avremo: 




G' 



per i punti interni al corpo; ed: 


Qmn' = 0 


per i punti esterni. 

Offla ò una funzione di n che in un punto m esterno 
ad S diviene infinita come 



Si annulla alle superficie di ed ha le altre caratteristiche 
del potenziale. 

Obh' invece diviene infinita come 



in un punto m interno a un corpo K e si annulla alla su¬ 
perficie di K ed ha tutte le altre caratteristiche del poten¬ 
ziale. 
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Xlll. 

Determinazione della funzione potenziale di un sistema di 
conduttori elettrizzati e sotto V azione di forze elettriche 
qìialutique. 

Abbiamo veduto nel §. XI. che per determinare Io sta¬ 
to di equilibrio elettrico di un sistema S di conduttori 
... ai quali siano comunicate rispettivamente le 
quantità di elettricità libera: E,, E,, Ej,..., immersi in 
uno spazio coibente, alcuni dei quali possono anche essere 
isolati dagli altri, ma posti in comunicazione col suolo, e 
sopra i medesimi agiscano forze elettriche esterne che ab¬ 
biano la funzione pote^nzìale eguale a P, è necessario e suf¬ 
ficiente che sia determinata analiticamente la funzione Ve 
nello spazio connesso esterno ai conduttori e negli spazi 
vuoti interni ai medesimi essendo noto che essa è una fun¬ 
zione potenziale, e che sulle superficie di un conduttore Ks, 
si ha : 

0) Ve = Cs — P ; 

quali condizioni sono sufficienti, come si sa dal J. Vili., 
3lla sua completa determinazione. Cominciamo dal determi¬ 
nare Ve nello spazio connesso esterno a tutti i conduttori, 
che è limitato da una sfera di raggio infinito, sopra la quale 
= o, e dalle superficie esterne dei conduttori. Sia G (c x) 
funzione di Green relativa al sistema S, per i punti dello 
spazio esterno a tutti i conduttori. 



dov0 

indica ua punto della superficie Ks del sistema S. 
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La funzione Oex diverrà infinita come nel pun- 

!=• 

lo e; si annullerà sopra le superficie di S, e avrà le altre 
caratteristiche del potenziale nello spazio esterno. Quindi 
potrà alle due funzioni V ed Qex applicarsi il teorema di 
Green. Avremo dunque: 


= JJJ(Qex A*v - VA*Oe.) dxdydz 


-4- 2s 



dp» 


— Qe 



Ora : A* V = A* Oex =s 0 in tutto lo spazio esterno ad S, V sem- 
pre finito, ed Oex = — G (e x) h -è pure sempre fini- 

t*ex 

to anche per x=e; quindi avremo: 



A* V — V A’ Oex) dxdydz<=»o. 


Alle superficie: 


Q« = 0 ; 


dunque: 


e sostituendo il valore (3) : 

Vtì — Si j V* pea^ dffg 
e con i valori (1): 

Ve = 2» Ct J pe«j d<f$ — 2» J Pe pee^ dffe. 
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Sostituendo il valore di abbiamo : 



dcs 



dffs — 


4fr 



dG (ex) 
dp% 




Ma per il teorema 3.^ del IV., essendo e esterno alla su¬ 
perficie di S, avremo: 



quindi prendendo la derivata rapporto a ps in G in senso 
opposto sarà: 



i r d G (e x) 

kit J dps 


d(Ts 


( 1 ) 


Ve = 



d G (e X) 
dp% 


d (j% 



Passiamo ora a determinare Ve nei vuoti dei conduU 
tori Kfi. 

Sia Ve» la funzione potenziale per uno di questi spazi 
contenuta nel condullore Ks. Sia G' (e x) la funzione di 
Green relativa a un punto qualunque di questo spazio den¬ 
tro il quale si trovano punti d* onde emanano forze elet¬ 
triche. 

La funzione : 


Qtx = - -G' (e X) 

l'ex 

si annullerà alla superficie interna di Ks, nell* interno diver¬ 
rà infinita come — e del resto essa e le sue derivate si 

Tex 
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manterranno sempre finite e continue e sodisfarà T equa¬ 
zione G' 0 ; quindi a V e ad 0' potremo applicare il 
teorema di Green, e arremo nel punto e: 

— JJJ (Oex' A* V — V A’Qex') dx dy dz 



ed essendo A* Qax' = o in tutto lo spazio, e Oex = o sulla 
superficie: 

ed essendo: 


avremo : 

(2) Ve* = J V pea da « Cs f fea da — J Ppea da . 

Ora sarà facile determinare analiticamente le costanti. 

Per i corpi conduttori che sono in contatto col suolo 
le costanti c, &, c", devono essere nulle. Le altre sono date 
dalle equazioni: 
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quando i conduttori non hanno nel loro interno spazi vuoti 
d* onde emanino forze elettriche. Per un conduttore che ab¬ 
bia uno di questi spazi vuoti con punti d’onde emanino for¬ 
ze elettriche, avremo: 



Ma P essendo continua tra le due superficie esterna ed in¬ 
terna, ed essendo: A*P>=3 0 , avremo: 



onde: 


(4) Es 



d(T» — 


hti: J 


doi 


(S) 


Sostituendo il valore di Ve nelle equazioni (3) quando P«=:o, 
abbiamo : » 


Er 



d* G (e X) 

dpr dps 




dove le due derivazioni sono prese riguardando una volta 
come variabile il punto e e l’altra il punto x ; quindi po¬ 
nendo : 


rri = 


\dpxdp% 



dp^ dp^ ’ 


da da' 


\ 
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(*) yrt = ysr 

e in conseguenza :. 

E, =» rn e, -h y„ C, -f- y,j C, H- . . . 
(5) E, =. r„ c, H- r„ c, -4- r„ c, . 


. . É chiaro che yry é. eguale alla quantità (li elettricità li-, 
bora che si tro^a sul .conduttore Kr quando al conduttore Kf, 
è comunicata UnU elettricità, che ponendo in coniuni(;azione 
col suolo tutti i conduttori, eccettuato K«, la funzione po-. 
tenziale, sopra K« d eguale all’unità. Onde la equjtzmne. (4): 
dà il seguente tettfemu dovuto al sig. Aietnanu. , . i > 

La qwmlità di tieUricilà libera che sarà sopra un cvn~: 
duUoré • Kr quando tutti i conduttori sono in comunicazione 
col suolo, eccettualo Ks, e sopra Kg la funzione potenziale è. 
eguale alla unità, è eguale a quella che sarà sopra Kg, quan¬ 
do lutti i conduttori saranno in comunicazione col suolo, ec¬ 
cettuato Kt, e .sopra Kr la funzione potenzisi sarà aguale olla, 
unità. 

La <]nantità yrr di elettricità che bisogna comunicare al. 
conduttore Kr, perchè ponendo in comunicazione col suolo 
tutti gli altri conduttori, la funzione potenziale abbia sopzU) 
la sua superficie il valore eguale all’ unità suole chiamarsi 
in capacità elettrica'ài questo conduttore. 


6 
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Determimzione delle aUrazioni e ripulsioni reciproche di più 
conduttori eleUrizzati e posU in presenza uno degli altri. 


Per quello che abbiamo dimostrato nel X, per deter¬ 
minare le attrazioni e ripulsioni che i conduttori elettrizza¬ 
ti: K,, K,... Kn, esercitano tra loro, basterà determinare 
il potenziale di tutta Telettricità del sistema. 

Sia V la funzione potenziale di tutta la elettricità' dèi 
sistema nel suo stato di equilibrio, siano rispéttivamente 
E*, E,... En le quantità di elettricità libere che èi trovàna 
sopra i corpi K,, K,... Kn; c*... Cn i ralori che la fun¬ 
zione potenziale V prende rispettivamente soj^ra le siiperfi- 
cìe di questi conduttori. Avremo tra le quantità Ci ed E, le 
relazioni (5) del §• XIH: 

(1) Ei =« C| 7*8 c* 4- 7*1 , 

essendo: > . ^‘1 

(2) 7ri ysr , 

e le quantità 7 rf saranno funzioni dei parametri delle super¬ 
ficie e delle coordinate rettilinee ed angolari dei condut¬ 
tori rispetto ad uno di essi. 11 potenziale W del sistema, 
che si ottiene prendendo la semisomma dei valori che ac¬ 
quista la funzione potenziale V nei differenti punti delle 
superficie moltiplicali per le masse di elettricità che vi si 
trovano, sarà evidentemente : 


(3) W = i (Ci E| -+- c* E* -4- ... “i- Cu En) . 
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Per avere la intensità Fb della forza che tende a dimi- 
anire una delle coordinate b di uno dei conduttori, avremo: 


<4) Fb< 


dW 




db 


dct 

db 


dcu\ 

db)’ 


Ma dall* equazione (1) abbiamo: 


rfrn 


dy.t . 

. dy.» . de. 

db 

-4- Cf 

db ' — ' dà ' ^••35’ 

dyt» 


dy,» , 


db 

• 

db 

.^^“dé 

dy», 


dyoi 


~W 

•4* Cf 

• 

• 

+ 

1*^ 

.■^^••dT 


ffEl 

'db 


de» 

db 


Moltiplicando queste equazioni, la 1.* per c,, la 2.* per e,, 
la 3.* per c,... sommando e osservando l’equazioni (i) e 
(2) si ottiene : 


-(l 


fp J. p 

“ (E. 5^ E» 


dCB\ 

'db) ' 


e quindi sostituendo nella equazione (4): 


( 8 ) 
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XV. 


Determimzione della distribuzione della eleUricUà in un 
conduttore di forma sferica sotto V azione di forze deliri- 
che qualunque. 

Cominciamo dal determinare la funzione di Green. 

Sia 0 il centro della sfera che prenderemo per origine 
delle coordinate; OA — R sia il suo raggio; e un punto 
esterno alla sfera, di coordinate (a, J 3 , 7) e ; 

= a’ ^ 7» . 

La funzione di Green deve essere una\ funzione dei 
punti X di coordinate (x, 2) che deve mantenersi finita 

e continua insieme colle sue derivate in tutto lo spazio 
esterno alla sfera, debbono conservarsi sempre finite essa 
moltiplicala per il raggio vettore di x e le sue derivate 
moltiplicate per il quadrato di questo medesimo raggio 
vettore, e quando x è sopra la superficie della sfera deve 

divenire eguale ad—essendo: 

rex 


Tm’ = (x —a)* 4- {y — ?y -H (2 — r)* . 

Sodisfa queste condizioni evidentemente la funzione: 

G(e, |/(x _ a)*-+-(y——7)’-(-X*(x’-i-y’-i-2*—-R*) 
poiché per i punti m esterni alla sfera si ha: 

y* -I- 2 * — R’ > o . 

Deve inoltre sodisfare alla equazione : 

A’ G (e, x) == 0. 
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Ma alla G può darsi la fortna: 
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(e,x) = 


1 1 

fi W y V. 

r ( i^xv'^V i-(-aV iTa* 


e qaiodi sarà sodisfatta 1* equaziooe : 

A’ G = 0 

prendendo: 

,, - B* 

R* 


onde: 


essendo: 


G(c,x)=-r 7 r. 

se Te 1 


, / « R\* / J9 R*x* / 7 RK* 

*'-*“(*- 17 ) -^(*^- 17 ) ? 7 ) • 

Denotando con la distanza dall’origine del punto di 

( R* R* Re\ 

^ ^ fi * y » avremo : 

■^M^e' = R*, 

e quindi e' il punto reciproco ad e rispetto alla sfera: ossia 
e ed é* sono sullo stesso raggio vettore da una medesima 
parte, ed abbiamo per i punti delia superGcie della sfera: 

, R 

r# X = fex , 
se 

Se denotiamo con pax la densità della elettricità indotta 
sopra la superficie della sfera, dopo che è stata posta in co^ 
municazìone colla terra, avremo: 


(dGjcjO _ . 

\ rfr dr /f-R 


Pex 


I 
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onde sostituendo il valore di G (e x), si ricava: 

— R* 

^ kit Rrei* * 

Per avere la quantità della elettricità libera che si avreb¬ 
be sulla sfera, se si togliesse la comunicazione celia terra, 
e r azione del punto e, osserviamo che si ha : 

poiché il primo integrale è nullo perchè e è esterno alla 
sfera, e il secondo è eguale a — 4 >r perchè e' è interno alta 
sfera. Avremo dunque: 



Quindi la densità della elettricità sopra la sfera dopo che 
è sottratta all’ azione di e, sarà : 


P 


_Q__ 

“ 4>rR* 


1 

UfrR^» • 


La funzione di Green G' (e’x) relativa a un punto inter¬ 
no e' si dimostrerà analogamente essere data dalla formula: 


G' («• X) 


R 


fe’ fti 


La densità p» sarà: 
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La Q' di elettricità sulla sfera ri trova come 

preoedeoteaenie, ed è 

Q' = 1. 

Supponiamo ora che agiscano sopra la sfera forse elet* 
triche qualunqud, il potenziale delle quali sia P. Denotiamo 
con y« il potenziale dell’ elettricità indotta sopra la sfera, 
nello spazio esterno, con Vi quello nello spazio interno. Am¬ 
bedue queste funzioni dovranno sommate con P essere uguali 
a una costante sopra la superficie della sfera, la qual co¬ 
stante sarà zero, se la sfera è in comunicazione col suolo. 

Pertanto avremo sopra la superficie della sfera: 


c - P; 


e quindi ponendo: 


Ttt se Tt X 

- Wnr 

avremo per quello che abbiamo dimostrato nel XIII : 


V. = 


_P)f^ d<r=y'(c-P)p,da 

Vi = 


po' • 

Ma: 


■■ 


J'ftda 


onde: 

- 



V. — 



Vi = 
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«0 

' Ora sé non vi sono forze che emanano dai pui^ì finlerni 
alla sfera, P nell' interno è sempre finita e continua, Ot vi 

i 

diviene infinito come —r per x = e ; P ed Qe' sodisfano le ai¬ 
re X 

ll*e caratteristiche del potenziale ed Oe si annulla sopra la 
sfera; quindi per il teorema di tSredn dèi $.1^* 

‘ ' Vi = C — Pe' . . - " 


Ora osserviamo che si ha : 


, R* ^e»* R* — 

^ “ 4;rRre.‘ “ iurR + R‘ — 2R $.'C 08 e )\ 


- R’ 


^ R* 


4 ^Rrc* 4 tr R* , «y* A r I v> 

"" (R 2 R C08 G) 11 


Poniamo: 


R* —‘ r P(R, ri>,<p)dc 




(R» + f„*_i. 2 R?e’toie)J 7 


-=F(/fe') 


_?e’ —R’/* P(R,4/.(p)rf<T 

4ffR y (R*-H^e* —a Rfe(5080)1 “ 

R 4 >rR y (R’ + fo,*— 2 Rfe'<H) 80 )J ” R 


onde : 
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Quindi abbiamo: 





Vi = 0^ F ; 

Ora la fauzione P'(^e') ò data perèhè è la stessa fun¬ 
zione nell’interno 'della sfera. Quindi senza alcu¬ 

na integrazione si ottiene il valore di Ve. 

La densità p- deUa elettricità sopra la sfera, è data dalla 
equazione: 



onde: 


knp =£—^-.2r(R). 

Se la sfera è posta in comunicazione colla terra per 
mezzo di un filo sottilissimo e lunghissimo sarà c » o. Se é 
isolata determineremo il valore di c, nel modo seguente. 
Abbiamo: 

Ora : 

liffì fc Ve ^ Q > 

€• = 0 ® 
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quantità di elettricità libera che era sopra la sfera prima 
che vi agissero forze esterne. Quindi: 

Q = Rtc-F(o)] = R(c-P.) 

P, valore del potenziale P nal centro della sfera; quindi* 



Se P costante: 


V. 


Q _ kirfi'p 


Vi => 4 ff R p 

& 

come avevamo trovato altra volta. 


XVI. 

• > ' ' 

Coordinate dipolari. 

Per determinare la distribuzione della elettricità sopra 
i corpi di rivoluzione, conviene adottare per coordinate I 
parametri di tre sistemi di superficie ortogonali, due dei 
quali siano di superficie di rivoluzione che abbiano per me* 
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ridiani doe sistemi di carse piane ortogonali tra loro, e il 
terzo sia il sistema dei meridiani, e efae ad ano di questi si« 
sterni di superficie appartengano le superficie dei corpi per 
1 quali si vuole determinare la distribuzione della elettricità. 

Per questo sarà necessario determinare prima i due si-' 
sterni di curve ortogonali nel piano. 

Siano le loro equazioni: 

(1) a(*, p)= tt , o(x, — 

dovremo avere; 


du dv du dv 
dx dx dy dy 


quindi: 

^ ^ du , dv 

dx ‘ dy dy ‘ dx ' 

Quest’equazione è sodisfatta ponendo: 

du dv 

dx “ dy * 

do ^ 

dx dy * 

Moltiplicando per i =3 y — 1 la seconda equazione e 
sommando si ottiene la equazione: 

d (u -t- 10 ) _ , d (u + f o) 
dx “ • dy 

la quale ha per integrale: 

Il -+■ io = f(x + iy) , 

dove f è una funzione arbitraria. Eguagliando u alla parte 
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realee v alia parte imaginartai di /(x-h abbiamo Tequa- 
zloni (i) di due sistemi dì curve ortogonali. 

Prendiamo : 


u -+- t V = log 


IV —o 


X -+- ly -i- o 
dove a è una costante arbitraria. Avremo: 


( 2 ) 

onde: 

( 3 ) 


u+iv X4“iy — g ^ 

a? -h ly o 


X = — 


a senh u 

cosh u — cos V " 

a sen i; . 
cosh u— cos V 


Eguagliando le parti reali e le imagìparie dei due mem¬ 
bri della equazione (2), sì ottengono le due equazioni : 


e sen v 


e cos V 


^ay 


(xH-a)*-4-y* ’ 
X* +• y* — o* 


(x.-h o)*-t-y* ’ 
le quali divise una per Taltra danno: 

( 4 ) «’ 4- iy— r ——= (—-—^ . 

'' tangu/ Vsenv/ 

L’ equazione ( 2 ) può scriversi anche sotto la forma : 

_ X — ty g 

X —ty — g ’ 
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Sommaodo e sottraendo questa colla equazione (i), si ottienei* 


«‘'senh u 


_ 8 qg _ 

>o’-4-2aiy ’ 


«” cosh u 

onde: 

L’equazioni (4) e (i) rappréséntano due sistemi di' cir¬ 
conferenze che s’intersecano ortogonalmente, ed ì' loro pa« 
rametri ti e n potranno prendersi per coordinate dì un punto 
tn un piano, che rimarrà determinato dalla intersezione dello 
dne circonferenze che passano per il medesimo. 

Ponendo nella equazione (4) : op » o, y ^ è'sodi¬ 
sfatta. Quindi tutte le cireooferenze (n) del primo sittema 
passano per i due punti A ed A' dell* asse delle x, che si 
trovano alla disianza a dall’origine^ e l’asse deDe a; è asse 
radicale di questo sistema di circonferenze. 

Denotando con R il raggio di una circonferenza (n), con 
d r ordinata del suo centro^ abbiamo : 


y* fl* __ 


R sen t; a, d tang v = a^ ' 

Dunque v l’angolo iscritto nel segmento di circolo (0), che 
ha per corda A A' e contiene il centro. 

Ponendo nella equazione (5): y^o x = ±:aif è sodi- 
sfatta. Quindi le circonferenze del secondo sistema passkhò 
per due punti imaginari dell’asse delle y, il quale ne sarà 
asse radicale. 

L* equazione pub scriversi anche sotto la fórma: 

^^ 

X — iy + a 


Digitized by LjOOQle 


96 

MflttipUcando questa per la equazione (2), si ottiene: 





\x-ay + y* 


Dunque il parametro u d il logaritmo Deperiamo del 
rapporto delle distanze di un punto qualunque di una cir¬ 
conferenza (u) ai due punti A ed A', che è costante per tutti 
i punti di ciascuna circonferenza. 

1 punti deir asse delle x compresi tra A ed A' hanno la 
coordinata v eguale a n, per gli altri punti del medesimo 
asse abbiamo : v = o, e i punti del piano situati dalla parte 
delle y positive avranno v compresa tra o e n. 

I punti dell’asse delle y hauno la coordinata tt = o; il 
punto A che è dalla parte delle x positive ha u=a — o», e 
il punto A' che è dalla parte delle x negative: Tutti 

i punti che sono dalla parte delle x positive hanno u<^o, 
quelli dalla parte delle x negative u ^ o. 

U centro di una circonferenza u a Aa per coordinate : 
n BsSa, v»o, e il centro di una circonferenza : y = ha 
per coordinate: a = o, v <=• ifi. 

Infatti le coordinate rettilinee del centro della circonfe¬ 
renza: ti = a, sono: 



a 

tangba 


Quindi dall'equazione (3), abbiamo: 


V s 0 , 


t 

tangh « 


senhtt _ I _ 

coshu—1 tangh (U ’ 


onde: 


0=0, u » Sa. 


Le coordinate rettilinee del centro della circonferenza: v 
sono: 


X 


0, P' 


tang# 
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Quindi dall’ equazioni (8) si deduce : 

I _ sen V _ 1 

tangjS ~ 1 —coso ~ tangjv ’ 

onde : 

u = 0, V = 2j5 , 

Questo sistema doppio di corre ortogonali in un piano, 
colla rotazione intorno alla retta A A', dit origine ai seguente 
sistema triplo di superficie che si tagliano ortogonalmente: 

1. * Un sistema di sfere che hanno costante ed eguale 
al logaritmo neperiano di u il rapporto delle distanze dei 
loro punti da due punti fissi A ed A', che chiameremo i poli 
del sistema. 

2. " Un sistema di superficie generate dalla rivoluzione 
intorno alla retta A A', di segmenti di circolo descritti in 
un piano che passa per A A', sopra la retta A A', e capaci 
di un angolo v. 

3. * Un sistema di piani che passano per A A' e fanno 
con uno di essi angoli eguali a 

Le coordinate di np punto saranno i tre parametri dei 
tre sistemi di superficie ortogonali : u , v e ^, e potremo 
chiamarle coordinale dipolari col sig. Carlo Neumann che se 
n’ è servito utilmente per il problema della teorica del ca¬ 
lore, analogo a quello che passiamo a trattare nella teorìa 
deir elettricità statica. 

Per avere tutti i punti dello spazio basterà far variare : 
udasoo a -t-oo; v dao a ir; ^ da o a 2>r. 

Tra le coordinate dipolari e le rettilinee ortogonali, 
quando si prenda la retta A A' per asse delle x, e per orì¬ 
gine il punto di mezzo tra A ed A’, esisteranno le relazioni; 

a senb u 

cosb u — cos r ’ 

a sen t> sen ^ 
cosb u — cos V ’ 

g sen t> cos ^ 
coshu — coso ' 
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|.<* Tra le coordinate \ di tm punto qualunque m 
e le coordinate u', v' del punto di' reciproco ad m rispetto alla 
sfera di equazione: u = esistono le relazioni: 

V' = V;U-»-u' = 2a. 

Infatti, se C è il centro della sfera di equazione: u =«, 
ed medesima, avremo: 

Cm . Cm' = R* , 

é se denotiamo celi n il punto in cui la retta Cm incontra 
la suj^erficie (ri abbiamo anche: 

Cm . Cn *= R*, 


e quindi:: 


• 1 .: ' • C»»',=x=,Cn ; ■ 

cioè il punto m' si trova sopra la superficie (v), e si ha: 

v' ■= V , 

Poiché abbiamo: 

, Cm . Cm' = . CA', 

saranno sjimili i triangoli C m A, e C m'A', ed anche i trian¬ 
goli Cm A', e Cm'A, e avremo: 

ni A Cm m'A C A 

m'A' “ CA' ’ mA' “ Cm’ 

onde : 

mA . m'A C A ‘ 
mA' .m'A' “ cT ’ ' 
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'■+®' *« 
e = c , 

tt + t«’ = 2 a , 

come volevamo dimostrare. 

Denotiamo con ^ e chiamiamo parametro del punto tn. 
il prodotto: 


5 = ym\ . mA.', 

dove il radicale si prenderà sempre positivo. Avremo i se- 
goenti teoremi: 

2.* / parametri ^ e di due punti m ed m' reciproci 
rispetto a una sfera (u) stanno tra loro come le radici qua¬ 
drate delle distanze di questi medesimi punti dal centro G 
della sfera. 

Infatti dividendo una per 1’ altra 1’ equazione (7), ab¬ 
biamo : 


mA.mA' Cm* Cm 

m’A . m'A' “ "P “ CA . CA* ” Ci»' ’ 


onde: 

L 

“ ycnP • 

3.** Le distmze di due punti reciproci rispetto ad una 
sfera (a) da un punto qualunque della medesima stanno tra 
loro come i rispettivi parametri. 

Infatti, essendo m ed m' i due ponti reciproci ed S on 
ponto della sfera, abbiamo : 

J_ ylTm _ _R_ Cm _ 

5' “ — C m' “ R “ S m" 

poicbò sono simili i due triangoli: SmC c Cm'S. 

7 
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Il parametro ? si esprime facilmente in funiione deMe 
coordinate u e v dei punto m al quale appartiene; poiché 

abbiamo : __ 

- a P” 

m A y {X — a)* -i-y — 

---- 

mA'=-V'(®-i-o) -4-y ■= |/vosbv —coso 

onde: 

t _ 

(®) ^ cosb u — cos o 

Trasformiamo ora la equaiione di Laplace in coordinate 
dipolari. È noto che essendo ti, o e ^ un sistema dì coor¬ 
dinate curvilinee ortogonali, se poniamo s 


1 dx* ^ dy 
A,* ■“ du* du* do* ’ 

I djr^ ^ 

“* do* do* • do* ’ 

1 dg* dy* da* 

A,* ■“ d4>* d(t>* d(t>* ’ 

avremo : 


A*V 



Ora dall* equazione (6) si ricava: 

cosb «—coso 
“ a 

cosb « — coso 


Sa 

F’ 


Sa 


9 




cosb u — COSI) 
asettv 


2a 
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oode la equazione: A* V o, diviene: 


dK'itnv-r- 

du ^ _ g* d*V 

du senvdq 8en*v d^ "" ®’ 


(0 S cott»|Ì_lf) = o. 

Ma è facile a verificarsi che essendo: 

«j Av e — 

' ^ ^ Ì7cosff(t^?0)^co87 ’ 

si ha identicamente: 

/jj\ <f*^t d*^ dfb , - 

dF 

qualunque sia 6. Onde la equazione (10) diviene: 

/lex ^ , d^V ,p_ 

(H) -y-r H-J—T V -u V = 0 . 

do* do* do * 

Ponendo nella equazione (12) : 


ed osservando la equazione (li], si vede che rimane sodi¬ 
sfatta. Quindi: 

(iS) A >1 — 0 . 
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Ora è una funzione finita e continua per tutti i va¬ 
lori di u e di V fuori che quando è — 6, v=*o, cioè 
è finita e continua in tutti i punti dello spazio fuori che in 
un punto della retta che unisce i poli. In questo punto di¬ 
viene infinita, e denotando con r la distanza dei due punti 
di coordinate (u, v, t) e (— b, o, o) abbiamo : 


( 14 ) 


Infatti, abbiamo: 


lim r 




. b • 
senh 

z 


1 . “ 
a senh 


senh -^^senh*^ H- sen* 


/■ 


t « 

sen*- 


j/8enh*(^i^^-t-sen’|-i-|j^sen*|-(-senh'|-senh*|-H2cosh|senh|senh(2^ 

2 


onde: 




-h sen* — 


- V 

■h sen* -T 

z 


r^- 


a senh — 


senh^ j^enh*'^ -hsen* | 


r 


VI* t.lW«V.-è !.« 1. 

sen*—- 1 -senh’—-senh*—H-2cosh^senh —senh 


/ senh*^i±^ 

(l +-^jsenh*| 

\ sen* - 5 - / 
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e quindi passando al limite per ties —6, vso, f=o, si 
ottiene la equazione (14). 

Pertanto abbiamo il seguente teorema : 

4.* La funzione ^ è fìmta e continua in lutto lo spazio 
fuori che nel punto di coordinale (— b, o, o), dove diviene in¬ 
finita come - - —e sodisfa alla equazione di Laplace. 

r senta— 

Z 

Le sfere del sistema (u) non possono intersecarsi nò 
essere tangenti tra loro, ma incontrano tutte V asse pola* 
re tra ì due poli A ed A'; quindi col diminuire della di¬ 
stanza 2 a dei due poli tutte le sfere si avvicinano tra loro 
finché per a o divengono tutte tangenti. Ma quando 
anche ti e t> divengono eguali a zero, e tutte le formule di¬ 
mostrate fin qui risultano indeterminate. Aillnchè sia possi* 
bile di trattare anche il caso in cui due sfere del sistema (ti) 
siano tangeuti tra loro, bisognerà prendere per coordinate 
invece dei parametri ti e u due altri parametri dei due sistemi 
di superficie (u) e (v), i quali non si annullino quando a cr o. 

Prenderemo per parametro variabile del sistema di sfere 
(u) la quantità fi a cui sono eguali le lunghezze inverse delle 
tangenti alla sfera di raggio a col centro nella metà della 
retta A A' condotte dal punto dove la sfera (u) incontra nel 
punto non compreso tra A ed A' Tasse polare kM. È facile 
a vedersi che tra u e /t avremo la relazione : 


(«) 




senh 


a 


Prenderemo per parametro variabile del sistema di su¬ 
perficie (v) le quantità v a cui sono eguali le inverse delle 
distanze di un polo da uno dei punti d* intersezione colle su¬ 
perficie (t>) del piano normale ad A A' che passa per la metà 
di A A'. £ chiaro che avremo: 
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Quando a « o le quantità ji diyengono eguali alle lun¬ 
ghezze inverse dei diametri delle sfere (u) tutte tangenti tra 
loro nel punto di mezzo di A.V, e le quantità y divengono 
eguali alle lunghezze inverse dei diametri delle circonferenze 
generatrici delle superficie (v). 

Abbiamo allora: 


cosh -^ = H-oV* “ ^ 


cos — — yi — tt‘v* = 1 

z 


senh ^ *' -■ seoh-^ cosh senh cosh — 
(16)--- = --- 


tJ-J-D V »* 

sen —TT— »en — , . sen — 

/<m 2 2 V V V , 

(17)---=—-—cos —-+-—— co» —= 

a a z u 2 


XVll. 

Determinazione della funzione di Green per due sfigre. 

Siano C e C' i centri di due sfere esterne una all’ al¬ 
tra, le quali abbiano rispettivamente i raggi R ed R*, e sia i 
la distanza C C' dei loro centri. Conduciamo un piano per 
la retta C C', e Y asse radicale 0 0' delle due circonferen¬ 
ze secondo le quali questo piano interseca le due sfere. 
Dal ponto 0 in cui 1* asse radicale incontra la retta t C, 
si conducano le due tangenti, che supporremo di lunghez¬ 
za eguale ad a, alle due circonferenze, e si descriva col cen¬ 
tro in 0, e con un raggio eguale ad a una circonferenza che 
incontrerà la retta C C in due punti A ed A . Prendiamo 
questi due punti per poli di un sistema di. coordinate dipo¬ 
lari e conserviamo tutte le notazioni del numero prece¬ 
dente. 
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È chiaro che l’eqnasioni delle dne sfere date saranso: 

« =s « , tt a', 

essendo a ed a’ di segno contrario, perchè le due sfere 
sono dalle parti opposte dell’ asse radicale. 

Per determinare le quantità a, a' e la distanza 2 a dei 
due poli, in funzione dei raggi R ed R' delle due sfere e 
della distanza S dei loro centri, osserviamo che si hanno le 
relazioni : 


R senh «sa, R' senh a' = — a, 

R cosh a -+- R' cosb a’ ^ 3 ; 
dalle quali si deduce : 

f^(R* 1- R'* — a*)» — h R‘ R'* 

« — -g- , senh a' = — 1 ^ . 

Per determinare la funzione di Green: G (e, x) per le 
due sfere, relativa a un punto e esterno ad ambedue, baste¬ 
rà costruirne una che ne abbia tutte le caratteristiche. 

£ noto, che indicando con la distanza di due punti 
ed x; se il punto fi è interno alla sfera (a), e con 
la distanza di due punti fi' ed x, se fi> è interno alla sfe¬ 
ra (a'), la funzione: 

àà. + tà. 

'e^ V» 

sodisfa alla equazione di Laplace in tutto lo spazio esterno 
alle due sfere. In questo spazio il punto x non potendo mai 
coincidere con fi e con fi\ la funzione vi si manterrà sem¬ 
pre finita e continua. Coll’ allontanarsi all* infinito del pon¬ 
to x» essa moltiplicata per Tyx, e le sne derivate prime moU 
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tiplicate per r'yt convèrgeranno verso quantità finite. Una 
somma di un numero qualunque di queste funzioni goderà 
delle medesime proprietà, ma se il loro numero è infinito, 
la serie cbe avremo dovrà anche essere convergente. 
Prendiamo dunque : 

I primi termini riferendosi a punti €s interni alla sfera (a\ 
i secondi a punti Cs interni alla sfera (a% e determiniamo 
questi punti e i coefficienti As ed As' in modo che sia sodi- 
sfatta r altra caratteristica della funzione di Green. 

Quando il punto x è sopra la sfera (a) dovrà aversi: 

(3) G{ea)=-^, 

denotando con rt» la distanza del punto e da un punto della 
sfera (a), e quando il punto x è sopra la sfera (a') dovrà 
aversi : 

(i) G(ea')=^. 

rea' 

Le due equazioni (3) e (4) saranno verificate, quando si 
abbia: 

roa rea ^ rg'ot r(g^,)a 

Ì2l = J- ìl .w 

• ^ rsa ^(8+i)V 

Dal teorema del numero precedente si deduce cbe 
queste equazioni sono sodisfatte se prendiamo : 

(5) = A.'= , 

denotando e fg' rispettivamente i parametri dei punti 
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e, e$, es cd essendo il punto Cs reciproco ad Cs+i rispetto alla 
sfera (a), il punto es reciproco ad e(8+i)' rispetto alla sfera (a'), 
il punto e reciproco ad rispetto alla sfera (a) e ad Co' ri¬ 
spetto alla sfera (a'). 

I punti es ed Cs si ottengono nel modo seguente: con¬ 
duciamo le due rette Ce e C'e; il punto in cui Ce incontra la 
superGcie (v) che passa per e sarà e,, il punto in cui C'e incon¬ 
tra la medesima superfìcie sarà Cq': conduciamo Ce'o e Ce^; 
il punto in cui Ce'o. incontra (v) sarà quello in cui Ce^ 
incontra (v) sarà e/; conduciamo Ce'i e Ce^; il punto in 
cui Ce'i [incontra (v) sarà e,, quello in cui Ge'i incontra (v) 
sarà et^ e così seguitando indefinitamente. È chiaro che i 
punti es ed es' vanno Indefinitamente avvicinandosi all’ as¬ 
se polare^ e quindi i loro parametri ^s e ^s' vanno decre¬ 
scendo indefinitamente. Dunque se poniamo nel secondo 
membro della formula (2) i valori (5) avremo una serie con 
i termini alternativamente positivi e negativi indefinitamente 
decrescenti, e quindi convergente. 

Pertanto la funzione : 

avrà tutte le caratteristiche della funzione dì Green per le 
due sfere (a) ed (a') relativa a un punto esterno e, e sarà 
questa funzione stessa. 

La densità p« della elettricità indotta sopra la sfera (a) 
dalla elettricità eguale ad uno contenuta nel punto e, sarà 
data dalla equazione: 

_ 1 /dG(ex) 

~ 4ff \ dr dr /»■■»» 

dove r è il raggio vettore del punto x, condotto da G. So¬ 
stituendo il valore (6) abbiamo: 





Digitized by LjOOQle 


108 

Se denotiamo con Q la quantità della elettricità upra 
la sfera (a), arremo: 


Q = J P.<f» 

dove l’integrale deve estendersi a tutta la sfera. Ma per il 
teorema 3.* del IV, essendo i punti e ed e/ esterni ed i 
punti ci interni alla sfera (a), abbiamo: 



onde: 

( 1 ) 

Analogamente, denotando con Q! la quantità di elettri¬ 
cità sopra la sfera (a% avremo: 

( 8 ) 

Restano ora a determinarsi i parametri in funzione 
delle coordinate u e v del punto e e delle costanti a, a' ed a. 

Per questo basta osservare che essendo i punti es' ed Cs+i 
reciproci rispetto alla sfera (a) ed e* e c'g+, reciproci ri¬ 
spetto ad (a), abbiamo per il teorema del numero pre¬ 
cedente, se denotiamo con th v$ le coordinate di Cg, e con 
Ug* vg le coordinate di et': 


Vg = Vg =* t' 


U tlg a 3 a , U -4- = 8 a' 

W-f- 8«• «1-^ 
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onde, ponendo: 

( 9 ) « — «’=«, 

avremo ; 

Ì U0 = 2<oH-2a — tt, u,»_, 2ser-f-u 

tt»s’=» — 2«a-l-?a’—u, 


e quindi; 


(H) 






V^eosb(2«92a—M) —coso’ 

_ aVk _ 

y cosà (2 « « -f- tt) — cos V ’ 

_ 0 _ 

** Y cosh (2*or — 2a' -H tt) — cos t» ’ 

aVÌ 


^'*•-1 ■=* 


y cosh (2 « — tt) — cos t; 


XVIII. 

Diiiribuzione della elellricilà sopra due conduttori di fbnna 
sferica in presema uno delt altro. 


Supponiamo che sopra la elettricità libera e allo sta¬ 
to naturale di due couduttori di forma sferica agiscano 
forze elettriche qualunque, e sia P la funzione potenziale 
delle medesime. Denotiamo con Ve la funzione potenziale 
dello stato elettrico indotto da queste forze sopra I due con¬ 
duttori, relativa ad un punto qualunque e esterno ad ambe¬ 
due, con Vi e con V/ le funzioni potenziali di questo mede¬ 
simo stato* elettrico relative rispettivamente ai punti i interni 
alla prima e ai punti t* interni alla seconda sfèra. 
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Sia: u*a l’equazione della prima, ed «=o' la equa¬ 
zione della seconda sfera. Sopra la superGcie (a) dowà 
aversi ; 


V. = Vi = c — P , 

e sopra la superficie (a'): 

Ve = Vi’ = c' — P, 

dove c e c' indicano due costanti: 

Se nell’ interno dei due conduttori non si trova alcuno 
dei punti d’onde emanano le forze elettriche che hanno la 
funzione potenziale P, sarà in tutto io spazio racchiuso dalla 
superficie (a): 

(1) Vi = c - P , 

e in tutto lo spazio racchiuso dalla superficie (a'): 

(8) Vi’ = c' - P . 

Per la funzione potenziale Ve relativa ai punti esterni, 
avremo sempre per ciò che abbiamo dimostrato nel 13: 

(3) Ve = J (c — P) Pe dff -t- J (c* — P) pe' da', 

dove il primo integrale deve estendersi a tutta la superfi- 
cie (a), il secondo a tutta la superficie («’). 

Ora dal numero precedente abbiamo: 

y^e d. = Q = I (-l)s , 

y,e' d^r- = Q' = I (-l)s , 
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onde : 

(4) V. = cQ -f-c» ft'- J Pp. rfa - J Pp.'rf»'. 

Consideriamo il caso in cui non esistano forze elettri¬ 
che esterne, cioè supponiamo : 


P =- 0, 


e che soltanto siano state comunicate ai due conduttori pri¬ 
ma di porli in presenza, al primo la quantità E, al secondo 
la quantità E' di elettricità. In questo caso avremo : 


(5) V, = cQ.t-c'Q'«=c2(-I)-fc-t-c' 
Vi=-c, Vi' = c' . 


Denotiamo con p la densità della elettricità sopra la su-r 
perflcie (a) e con p' quella della superficie («'), osservando 
la relazione: 




avremo: 


1 rfV, i / dQ ,dQ'\ 1 , ,, s / dQ ,rfQ'\ 

' 4* dp dp dp/ 4ffa^ \ du dti/M^a 

j t dV. 1 / dQ ,dQ'\ 1 . . , ,/ dQ ,dQ'\ 

4?dp “ 4ff Vdp'"^*^ dp'/™ dtt)«•«'. 

s 

(•) Vedi Lami. tur U$ eeordonndM evrvatpiiM» >•. I. 
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Per determinare le costanti c e c' osserriamo che le 
quantità E ed E' di elettricità libera sopra le due sfere so¬ 
no date dalle due equazioni: 





•®-t- 2a - tt) - cos V 



1 


u) — cos v) 


y cush (i s‘O ' 


Q'= i (-{)•-—= l/(coshw —cos 0 ) {^ ^ * 

• ' V' 'Vof'co8h(2s«-2«' + u)- 

— 2— * ^ 

1 y cosh (2 « « — «) — cos «/ 


cosv 


Quindi per il teorema 4.* del 16, sarà: 

A*ft = 0 , 

e Q si conserverà finita e contìnua in tutto lo spazio inter* 
no alla sfera (a) fuori che nei punti di coordinate: 

0=0, Ua2s«-t-2a 

nei quali diverrà infinita come: 

_ o 

rsenh(s« + ot) ' 
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Dunque per il teorema 3.** del IV. avremo : 


-f 

*nj , 


dQ 


dp 

Analogamente, si trova 


dv sa — a 2 


0 senb (* « -t- «) ’ 


L g j * 

litj dpf » 8enb(«o — a' 


i senb s « * 

£—T—' 
I senb « o 


) 


e quindi per determinare c e c' si hanno le due equazioni : 


E 


ea 2 


CO 


E' = - ea 2 


0 senb (sur-f-ct) 

1 


— c'o 2 


1 senb s o 


-t- c'o 2 


I senb s o ’ 
t 


• seub(s0—«*) 


e ponendo: 

^ ^ • wnh(««-t-a) ’ * ? senhser " 

■ I 

® ^ Mnh(sa-.«») = ® = 

si ottiene: 

/a\ _ _ Ym e — y,. E' ^ _ Ym B' — Y«i B 

V*/ --H , r --g- . 
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Se ì duè conduttori sferici In presenza uno dell altro 
sono riuniti per mezzo di un filo conduttore sottilissimo, la 
funzione potenziale sulle due superficie avrà lo stesso va^ 
lore e quindi: 

c = c' , 

e la differenza A delle elettricità libere dei due conduttori 
sarà: 

V 

À = E — E' . 


Quindi avremo : 

(4 * _ 2 * 

^ \ 0 senh (««-!-«) 0 senh (« «—a') 

ed essendo: 


■o = a — a' , 



Poniamo : 


F {z, = S -p- - - ~ ■ 

senhl a?-f-(2s-f-l)-^J 

Questa funzione monodroma ha evidentemente per radici 
tutte le quantità della forma: 

m-o 4- nffi, 

e per infiniti tutte e sole le quantità della forma: 

(Ito -4- !) -^ -h n ff . 
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Dunque ha i soli infiniti e tutte le radici della funzione el* 
littica : 

su (2, k) 
c n (z, k) ' 

dorè: 



Avremo dunque: 


F(«, 


«r) = (p (2) 


sn (z, k) 
cn(2, *) ’ 


dove f ( 2 ) è una funzione intera: 
Ora abbiamo: - 


F(2-f.«,o)=a F(2, «)= (p(z-hia) # 

i 

F(2 + »», o)=—F( 2, 0)«-^(2 + »rl)l§i^ ; 


onde: 

♦ (2 -+• «) =*• ♦ (2) , 
*P (2-4-»») =•♦(*), 

e quindi: 


(p (2) ao c, 


F (2, «) 


sn (2, *) 
cn(2, *) ’ 


8 
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Moltipllcando da ambedue le parti per senh ^2 —e 
passando al limite per 2 = si ottiene: 


lira 


C senb 




*‘“2 = -|- ca{z,k} 


SD (2, k) ■ 


dn 


(t'*) 


C 


c = — 

p ,, _Jt- 8 ° (^» *) 

F ( 2 , «)-. 


Onde: 


sn 


■“ senb H- (2» +1) -f) 


— ** 




e quindi: 


( 11 ) 


eaA'sn 


A= — 




cn 




Consideriamo ora i valori della fUnaione potenziale Ve 
data dalla equazione (5) per i punti che si trovano sulla linea 
che unisce i centri delle due sfere. 

Per i punti di questa linea «bo si trovano tra le due 
sfere, abbiamo: 


V 


ft ; 
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onde requazioni (11) del numero precedente daranno: 


?»S_| 


11»-1 


a^ì 


cosh 

tir-ha 

— 

f) 


aylt 



oosh 1 

(««-+- 

tl 

2 

) 


aVl 



cosh 

o — a' 

-h 

i) 


aVl 



cosh 

(s«- 

u 

2 

) 


e quindi: 



Se c a e’, cioè se i due conduttori sono in comunica¬ 
zione mediante un filo sottilissimo, avremo : 


(13) V, 



a 

"2 


--»-(2«-«-l)-|) 
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cosh ^2 H- (2 « -+-1) "" senh ^ H- (2»-t-i)|) 


e quindi: 



-+- ««) ■■“ costa + (*»+ 0 






e sostituendo neir equazione (ti): 


(14) Ve = C r ij4- cosh -y 




- Per i punti che si trovano sopra la retta che unisce i 
centri, e che hs^nno ambedue le sfere da una atessa parte, 
abbiamo : 
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e in modo analogo si trova : 



Denotiamo ora con p, e con p,' le densità degli strati 
elettrici nei due punti m ed mi nei quali le sfere (a) ed (a*) 
incontrano la linea dei centri e che si trovano tra questi 
medesimi centri, e con p, e p,' le densità negli altri due 
punti n ed n' dove le sfere (a) ed (a’) incontrano la mede¬ 
sima linea. Avremo dalle equazioni (6): 

^ /dV«'\ ^ ^ /<iV«'\ 9 cosh* I g 

4» \dp hit \du /«»« a 

_ i. /dVe^\ a costi* jg' 

” 4» \dp /«■a™ 4v \d« /«lag a 
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Ora la equazione (14) dài 



e quindi: 


f‘" (f- *) *“ (f- ‘) 

“>*■ ?'"(?> *) *“ (t- *) • 

Le due densità p, e'p,' nei punti m ed m* essendo » ed *' 
di segno contrario saranno una positira e l'altra negativa. 
Avremo inoltre: 


P$ “ 


P.'« 


_L /<^A 

2«r \du /«sa 


± i^) 

Sff Vrftt /«sa' 


senh* 4- 
2 

~a 

senh 

a 
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Ma dall'equazione (i6) si ricava: 




ed anche nei punti n ed n’ si hanno eleUricitit di segno con¬ 
trario. 
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Per trattare il caso in coi i due conduttori sono in con¬ 
tatto, converrà sostituire alle coordinate u e v le altre /t e v 
determinate dalle equazioni: 

tl V 

Ita = senh , vo = sen — , 

e quindi porre a = o. ^ 

Supponiamo la funzione potenziale P defle forze elettri¬ 
che esterne eguale a zero; allora sopra le superficie di am¬ 
bedue i conduttori la funzione potenziale y« /elativa ai punti 
esterni, prende lo stesso valore c. Onde: 

V. = c (Q -f- Q') 

essendo : 


Q 


0 



Q' 


0 




Denotando con fi e fi' i valori algebrici inversi dei diame¬ 
tri delle due sfere avremo: 


A,_ 

./ /i* -f- V* 

$ “ 

V (Ssw-t- 2jS — »* 


,/ 

5 “ 

V (2 « « -t- /t)* -t- ** 
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Msendo i 


Analogamente: 


fi — fi ' •=‘‘0 


ju^i/_ ^±J!-_ 


^ r 0* — 2 ««)*-+- »* 


onde: 


V, ss C [l -4- / -t- V* (2 ^-f- »• 

I^Ot —2 ««>*-»-»")] ’ 

Nei ponti esterni alle dae sfere che si trovano sopra la li¬ 
nea dei centri sarà: v => o, e quindi: 

V«* — c [^1 -i- M (2 jj^( 2 , ^ 1)0 /»+2»«)]* 

Ora è noto che si ha : 


jr*H-(2» + t)« 


z 4 . 2 «« 


ff . 


ir ** 

s— COt a— 
2« *« 
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Quindi : 


Ve* 



«1^ 


2(j3-^') 


+• cot 


2(JS -JJ’))] 


= e 



«?■ 


cos 


(fi-h?' — ^p-) ^ 
i(fi-fi') 


sen 


ir)i 




oos 





Denotando con pt e pt le densità dello strato elettrico 
nei ponti n ed n' dove le due sfere incontrano la linea dei 
centri, avremo: 


_L (i!ì\ - 

fic n 



_ _= 

4 \d/A 

fi'Cit 



m. 


Determinazione delfaHraziom « riputeàme reciproca 
di due conduttori di forma sferica elettrizzati. 

0 potenziale della elettricità distribuita ' nello stato di 
equilibrio sopra due conduttori di forma sferica che si tro¬ 
vano in presenza uno dell’ altro con i loro centri distanti tra 
loro di una lunghezza S, come abbiamo dimostrato nel §. XVI 
è dato dalla formula : 

W sà J (efi-+■ c'E') , 

ed essendo : 

E == ®7ii c'7i» » 

6*= cy„ 4- e'r„. 
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r attrazione o ripulsione F tra i due conduttori è data 
equazione : 


Ora dall’ equazioni (7) del $. XVIII abbiamo 


da ) • 


0 senh (s 17 -h a) 


Tit —2 . t 

* senta s o 


y*i ^ ® ^ • 

0 senta (so — «') 

Dall’equazioni (1) del XVn, si deduce: 


da 

cosh a' 


R* costa g’ 

di “ 

R senh ^ 


oa ’ 

da’ 

cosh a 


R costa g 

di “ 

R' senta o 


ai ' 

do 

a 



da “ 

RR'sentao*— 

a 

» 

da 

di “ 

costa g costa a' 
senh 


RR' costa g costa ti 
' ai 


dry,, i /RR' costa ggosho* (sd 4- R’ costa a*) costa (so •+■ a)’^ 


dry,, 1 /RR'costa a costa or 

da "" a V a* 

dy,t t /RR'costa g cosila' 

di ^ i V a' 


Yn- 2 


0 senh* («« 

• si cosh s^\ 


I H- a)\ 
g) / 


» V V ^ vr»; 

« senta 


sta so^ 

*T^/ 


dy,, 1 /RR'costaacostag’ ■ (si •+■ R costa g) costa (so — g')^ 


or** _ * / 
di —TV 


•r«- 2 


senta (s o — g*) 
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e quindi: 

_ 4 /RR'coshacosha' ^_ ^ J4- R'cosha^)cosh(g<g -4- cd 

^ “*T\ 0* 2 V 0 8enh*(«iir-^ a) 

- 5(5 cosh 8is ^ a) cosh (5«r — a^\ 

— 2 C 2 ^ ^ ' «1 / f • 

« senh* «■o # senh* (5«—«) / 


Se le sfere hanno raggi eguali, sarà: 


a'= —a, R=R', 2 R cosh a » 2 R cosh a'= ^, 


^ Ì_JL-_ 2___ _ ^..1 ^ ** 

“ 2 • senh (2 s-f-1) a i senh2«a ’ 

e quindi: 

F * /-« . .,*^^*'COtha-(2«-4-l)coth (2*-t-l)a I . ^ coi h a — 2 » coth 21 « 
““ T'® • senh (2s+i)a 2 ^ i senh 2 s a 


e trascurando le potenze 


R 




F 


ee' R» 
-¥~' 


onde : due sfere eguali elettrizzate che si trovano a una di¬ 
stanza molto maj^iore dei loro raggi si attraggono o si re> 
spingono secondo che le funzioni potenziali sopra le dne 
sfere hanno segni differenti o eguali, e l’azione è propor¬ 
zionale direttamente ai valori delle funzioni potenziali, alle 
superficie delle sfere e in ragione inversa del quadrato della 
loro distanza. 

Se poi: 

e — & , 

sarà: 


** y « coth n a — coth a 
■3- * (— 1)" -r- 

* senh na 
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XX. 


Bottiglia di Leyda. 


Sopra due superQcie A e B di forma qualunque sepa¬ 
rate tra loro da uno strato sottilissimo di materia coibente 
siano distesi due strati di materia conduttrice. Lo strato che 
è a contatto colla superficie A sia posto in comunicazione 
con un corpo conduttore C, e quello che è a contatto colla 
superficie B sia posto in com(in inazione con un corpo con¬ 
duttore C, e i conduttori C e C abbiano cariche diffe¬ 
renti di elettricità. Denotiamo con V la funzione potenziale 
di tutta r elettricità che si trova allo stato di equilibrio sui 
conduttori C e C e sopra i due strati di materia condut¬ 
trice in contatto colle superficie A e B. Nel conduttore C, 
e nello strato che è in comunicazione con G avremo : 

V = c. 

Nel conduttore C' e nello strato che ò in'comnnicazione 
con C', sarà : 


V = c-, 

essendo c e c' due costanti dipendenti dalle cariche elettri¬ 
che dalla posizione e dalla forma dei conduttori e dei due 
strati. 

Denotiamo con o le lun^ezze piccolissime ma variabili 
delle porzioni di normali alla superficie A comprese tra A 
e B, e con d'le lunghezze delle porzioni di normali alla su¬ 
perficie B comprese tra B ed A. 

Se prendiamo per assi coordinati la normale p a un 
ponto m della superficie A e due rette tra loro ortogonali 
sul piano tangente ad A nel punto m, che passano per m, 
V sarà una funzione dì p e delle altre due coordinate, ed è 
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chiaro che nel punto n dove la normale in m alla superfl- 
cie A incontra la superficie B, avremo: 


V 


c' = c -f- 


dV 

dp 


2 dp* ’ 


trascurando le potenze di 6 superiori alla seconda. 
Analogamente avremo: 

^ . dV 6'* d*V 

Denotando con p e p' le densità degli strati elettrici in con¬ 
tatto colla superficie A e colla superficie B,' abbiamo : 

1 dV , * dV 

** Alt dp ’ ^ ^ 4» dp' * 

e trascurando le quantità dell’ ordine 0: 

d*V d»V 

dp* dp** ' 

Onde prendendo eguali 0 e 6* avremo: 


e* d*V 

c - c = -4»rpe + Y ^ 


( 1 ) 


C — C' «a* — Affp'fl -t- 


0* d*V 
2 dp* 


La superficie A è una superficie di livello rispetto alla 
funzione Y; quindi la sua equazione sarà della forma: 


f («> y, z)-= e 
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essendo V funzione della sola (>, Avremo dunque; 


dp 



ì 


dp* \ dx dx dy dy dz dzlY^ 

( dApdp d^p dp dAp dp\ 

dx dx dy cTy dz dz) dV 

“’“‘’dp*‘^T À7 57* 

Ma abbiamo: 


d* V 

A*V = Ap^ 


dp 


onde: 



Ora la equazione: 


£l_ 

A 

d*p 

d p 

dx* 

' da: dy 

dxd^ 

dx 

d*p 


d*p 

dp 

dxdy 

A 

' 

dy dz 

3y 

d*p 

d»p 


«#p 

dzdx 

dzdy 


d;j 

±L 

dp 


/I 

dx 

dy 

dz 

1/ 
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ha per radici le due quantità: 

yH ylt 

R R' ’ 

dove R ed R' denotano i rag^i di massima e minima ctanra> 
tura della superficie A. Avremo dunque; 


A A* 1/^ dAp dp dAp dp ftAp \ 

^ ^ 2\da; dx dy dy dz dz (i 1\ 

Tf ’^^<’U‘^R7, 


e quindi: 


d«V _ ^ /I 
dp* ™ rfp \R 


w) = "S^) * 


Sostituendo nelle equazioni (1), si ottiene: 
c' — c = — A»pfl-J- 2«^pfl* 

c — c' <= — Awp’6 -t- 2»pfl* -t- . 


Sommando si ha: 



e sottraendo; 

(2) c* — c = 2 * (p' — p) 9. 

Se denotiamo con <fu e dv gli elementi delle due linee 
di curvatura della superficie A in un punto m, l’elemento dv 
di questa superficie sarà: 

da Bs du dv, 
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r elemento dalla superficie B determinato dal prolangamento 
delle normali ad A, sarà: 

da' =■ d«' dv', 


e avremo: 


du d«' dv dv* 

R “R-t-fl’R^^R' + e’ 

onde: 

(3) * () +T^){i+ -f’) = *[* + * (4- + p)]' 

Avremo dunque: 

(4 

e qaindi trascurando le potenze seconde di 6 : 

(4) p' da* = — p da 

cioè il seguente teorema: 

Se prendiamo una porzione a di superficie A limitata da 
una curva chiusa^ e la corrispondente porzione b di superfi¬ 
cie B limitata dalla curva tracciala sopra B dai prolunga- 
menti delle normali ai punti di a^ la somma algebrica delle 
quantità di elettricità che si trovano sopra a e sopra h\ è 
eguale a zero. 

Se i contorni delle due armature si corrisponderanno 
in modo che le normali ad A nei punti del contorno del- 
Tarmatura di A prolungate fino alla superficie B determi¬ 
nino il contorno dell*armatura di questa superficie, e de¬ 
notiamo con E ed E' rispettivamente le quantità di elettri¬ 
cità 0 cariche elettriche delle due armatùre di A e di 
avremo approssimativamente: 

E' = — E. 
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Moltiplicando per l’elemento della auperfleic A l'equa¬ 
zione (2) si ottiene: 

ma dalle equazioni (3) si deduce: 

id, — 

dove si SODO trascurate le potenze di 6 superiori alla pri¬ 
ma . Quindi trascurando la potenza prima di faccia alla po¬ 
tenza negativa di ù, abbiamo: 

Se prendiamo uniforme la grossezza o dello strato coi¬ 
bente interposto tra le due armature, 0 sarà una costante, 
e denotando con S la superficie dell’ armatura di A, avremo: 

E 

(S) 

E' 

Rammentando ciò che esponemmo alla fine del $. XIII, abbia¬ 
mo da queste equazioni i seguenti teoremi, i quali sono 
veri nel grado di approssimazione del calcolo che abbiamo 
fatto: 

Le capacità eleilrkìie delle due armature di una bot¬ 
tiglia di Leyda sono eguali e direttamente proporzionali alla 
superficie dell* armatura e inversamente propot^zionali alla 
grossezza dello strato coibente interposto. 

2." La carica elettrica è proporzionale alla capacità elet¬ 
trica delle armature e alla differenza dei valori della fun- 


^ ^ 2 nù * 

S . S 

2;r5 27?- 
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sione poknoiale topra t doe eonduUori mediank i gmfi <* é 
forieota la bottiglia. 

H potensMe dèlie due armature, cioè la funzione le 
cui derìTate rispetto alle coordinate rettilinee e angolari 
die danno la posizione dell’ una relativamente all’ altra, i;- 
sprknoDO le loro azioni reciproche, sarà: 

P s* — J (c E c' E') , 

che colla sostituzione dei valori di E e di E' diviene: 

(e'-c)«8 

Ora se scarichiamo la bottiglia, cioè se stabiliamo la co¬ 
municazione tra le due armature, tf diviene eguaie a c e 
quindi : 

P =s 0. 


Onde la scarica aumenta il potenziale della quantità: 

(c’ — c)* 8 

* 

e per quello che abbiamo dimostrato nel IX, avremo il se¬ 
guente teorema: 

CU effetti meeeaniei della scariea di una bottiglia di Ley- 
da sono direttamente proporzionali alla superficie dell’ armar 
tura, sd quadrato della differenza dei valori della funzione 
potenziale sopra i due sabotai coi quaU sono state poste in 
comunicazione le due armature per caricarla , e inversamen¬ 
te proporzionaU alla grossezza detto stretto coibente interpo¬ 
sto tra le due armature . 

Se la scarica non produce lavoro meccanico, nè movi¬ 
mento , tutto r effetto meccanico si ridurrà a produzione di 
calore, e la quantità di questo sarà data dalla formula: 


(c’ — cy S 
“ 2»rfll 



denotando con I l’equivalente meccanico del calore. 
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Siano ora n bottiglie di Leyda tutte egaali tra loro, e distia* 
guiamo con indici posti in basso alle lettere che le esprimono 
le quantità relative alle differenti bottiglie. Supponiamo che 
r armatura A| della prima bottiglia sia in comunicazione 
col conduttore della macchina elettrica sopra la quale la 
funzione potenziale abbia il valore c' ; V armatura B| della 
prima bottiglia sia in comunicazione coir armatura A, della 
seconda e denotiamo con C| il valore della funzione poten¬ 
ziale sopra A, e B(: l’armatura B, sia in comunicazione 
coir armatura A, della terza bottiglia e sia c, il valore della 
funzione potenziale sopra A, e B, e cosi di seguito; final¬ 
mente l’armatura BaSia in comunicazione con un serbatoio 
sopra il quale la funzione potenziale ha il valore c. Siano 
rispettivamente: p^ ^ p,', ... pu le densità delle elettri¬ 

cità sopra le armature• A|, Aj... Ao; e Pi, p^^ Pg... pn 
le densità sopra le armature: B|, Bg ... Ba. Trascurando le 
potenze di 0 superiori alla prima, dall’ equazioni (!) si ricava : 

c' — c, C| — c' 

ànd ’ *’* “ “ ’ 

C| — C, Cf — C| 



Onde denotando con E,' E,' ... En' le caricbe deir armatore: 

A, , A, ... Ab e con E, , E, ... En quelle delle armatore: 

B, ... Bn , avremo: 



P,' = 

Pi' = 
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Sommando abbiamo: 


185 


E|' + Ej'-4-..• -t- Eb*^ — (E|-4-Et“+"... *4“E») = , — . 

Atit 0 

Quindi abbiamo il seguente teorema osservato da Green. 

La carica elettrica di una serie di bottiglie caricate per 
cascata è eguale alla carica che si ot^ebbe nelle medesime 
drcostanze da una sola boUigUa. 

Il potenziale della serie di bottiglie caricate per ca¬ 
scata sarà: 

W = — {(«' E/ -4- «I E/ -4-c. E,' -4- ... -I- c E*' 


-4- C| E| •4" Cj Eb -4- ... Cb *1 Eb) . 


e sostituendo i valori (6) avremo: 

W — — ((<?• - C,)*-+-(C, - cO*-t- (C, -C,)*-4- ... -4- (Cb.,- c)*) • 

Poiché le E,’ E,' .. Eb* hanno tutte lo stesso segno, le quan¬ 
tità c’ — C( , Cj — Cb ... sono tutte positive o tutte negative, 
e la loro somma d eguale a c' — e. Qu indi la quantità tra 
parentesi è (c* — e)*, ossia 11 potenziale delle n bottìglie 
caricate per cascata è minore in valore assoluto del poten* 
siale di una sola bottiglia caricata colla stessa macchina e- 
lettrica e abbiamo il seguente teorema : 

Gli effetti meccanici che si ottengono dalla scarica di più 
bottiglie di Leyda caricate per cascata sono piinori di quelli 
ohe si sarebbero ottenuti dalla scarica di una sola bottiglia 
caricata colla stessa macchina elettrica e sempre diminuisco- 
no cresce^ il numero delle bottiglie . 
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Determinazione sperimentale dei valori della funzione potenziale 
' di un sistema di corpi elettrizzati. 

Sia V la fopziotte potenziale di Un siateaia di corpi qua- 
Innqne elettrizzati posti in presenza uno degli altri, ed S lo 
spazio connesso esterno a tutti questi corpi. La funzione V 
avrà valori costanti sopra i corpi conduttori del sistema e 
valori determinati, ma che potranno essere variabili da punto 
a punto nei corpi coibenti del sistema e queste condizioni 
servono alla sua determinazione in tutto lo spazio S. Dato 
il metodo per determinare V analiticamente^ vediamo come 
si possano verificare esperimentalmente I valori di questa 
funzione. Sia m un punto dello spazio S, ed s una sfera di 
materia conduttrice di raggio a e allo stato naturale, che 
porremo col centro in m. Se te distanze di m dai corpi 
elettrizzati del sistema, e il raggio a della sfera s sono tati 
che r azione della elettricità di s non possa rendersi sensi¬ 
bile sopra r elettricità dei corpi conduttori del sistema, la 
elettricità sopra la superficie della sfera s sotto 1* azione delle 
forze elettriche del sistema vi si. distribuirà, come abbiamo 
dimostrato nel XV, in modo che la densità sarà data dalla 
formala t 


\nf ^ 


Cr- V 


— « 


dV 

dr 


dove r denota la distanza del ponto che si eoosidera dal 
d V 

centro di r, e per V e Si debbono prendere i valori che 

avrebbero queste funzioni nel punto della superficie s nel 
quale si vuole determinare la densità, se non vi fosse la 
sfera s. 

Finché la sfera s rimane isolata, la sua carica elettrica 
Q sarà eguale a zero, cioè le elettricità positive c negative 
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che si troveranno sopra la medesima saranno cgnali, e 
avremo: 

Ora per il teorema 1.® del §. IV, abbiamo: 



quindi sarà: 



e avremo il seguente: 

Teorema 1.* In una sfèra isùtaia s soUb Vazione di forze 
eteUriche <li un siètema qualunque^ nel caso che si possa tra -. 
scurare fazione che C elettricità che si trova sopra di lei eser¬ 
cita sopra (fudla degli altri corpi conduttori del sistema^ V elet¬ 
tricità si distribniscc in modo che la funzione potenziale del 
sistema sopra la superficie di s sia eguale ai valor medio che 
avrebbe sopra i punti che occupa la superficie stessa quando 
la sfera s non vi si trovasse» 

Prendiamo ora nn Olo conduttore e poniamo la sfera t 
in coinnntcasione eoi suolo; una porzione di eleUrìcìtà dalla 
superGcie s andrà nel suolo, e la rimanente si distribuirà 
sopra $ e sopra il filo conduttore in modo c^e la funzione 
potenziale Vi sia eguale a zero. Questo durerà finclié il filo 
conduttore rimane unito ad s ed al suolo; ma quando si to¬ 
glie la comunicazione del filo colla sfera e si allontana il 
filo, r elettricità della sfera $ non essendo più sotto 1* azione 
di quella che si trovava sul filo, prenderà un* altra postatone 
di equilibrio, e il valore della ftinzione potenziale potrà va¬ 
riare e tornare ad essere differente da zero. Se però il filo 
sarà tanto sottile che Taiione della elettricità che potrà tro¬ 
varsi sopra il medesimo in vicinanaa della sfera s sia traseura- 
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bile, tolto il filo la elettricità della afera 8 conserverà la mede- 
aima distribuzione, e quindi la funzione potenziale continuerà 
ad esservi eguale a zero. Dopo aver dunque posta la sfera s 
in comunicazione col suolo mediante un filo sottilissimo, ed 
aver poi tolta la comunicazione, avremo c = o e quindi la 
densità sopra la superficie di 8 sarà data dalla formula: 



e quindi denotando con Q la quantità di elettricità rimasta 
sopra la sfera^ avremo : 


( 1 ) 




Onde si deduce il seguente: 

Teorema 2.* La quantità di elettricità che ti troverà to' 
pra una tfera conduttrice col centro in un punto m, dopo 
averla posta in comunicazione col tuolo mediante un filo tot- 
lilittimo, irateurando Fazione che està potrà' etercitare co¬ 
pra i corpi conduttori che la circondano, tarà eguale al rag¬ 
gio di quetta tfera mollipUcalo per il valore tnedio che la 
funzione potenziale della elettricità dei corpi che la circonda¬ 
no preto negativamente, prenderebbe nei punii occupati dalla 
tua superficie quando essa non vi ti trovasse. 

Se il raggio di questa sfera sarà piccolissimo, questi va¬ 
lori della funzione potenziale sopra la sua superficie diffe¬ 
riranno insensibilmente da quello che essa ha nel centro 
della sfera e avremo, denotando con Vm questo valore: 


Q “ (J Vm , 


e quindi: 

Teorema 3.* La quantità di elettricità di una tfera pie- 
eoUttima di materia conduttrice posta col centro in un punto 
m, dopo che sarà stata in comunicazione col suolo mediante 
un filo tottilitsimoy sarà egutde al prodotto preto negoHva- 
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mente det raggio detta efera ntoltìptteato per il valore che la 
finizione potenziale della elettricità dei corpi che la eireon- 
dono avreNte nel punto m se essa non vi si trovasse. 

Con nna sfera di prova si determinano dunque i valori 
della fiinzione potenziale nei differenti punti di uno ^azio 
in Cai sono immersi corpi elettrizzati, purché questi punti 
■on si trovino troppo vicini alle saperflcie di quelli tra que¬ 
sti corpi che son conduttori. 

Se scandagliamo colia sfera di prova un punto dello 
q>azio interno ad un conduttore, per esempio un punto dello 
qiazio racchiuso da una superficie sferica, troviamo sopra 
b sfera di prova una carica elettrica proporzionale ai va¬ 
lore delia funzione potenziale sopra la superficie della sfe¬ 
ra, benché in quel punto l’azione elettrica sia nulla, perché 
b funzione potenziale ha in esso il medesimo valore che ha 
atta superficie della sfera. • 

Ora se invece di far comunicare coi suolo la piccola 
sfera s che ha il centro in nn punto m, n facesse comuni¬ 
care mediante il solito filo sottilissimo con uno dei condut¬ 
tori sopra il quale la funzione potenziale ha il valore fi, do¬ 
po tolU la comunicazione, avremo sempre: 

e=>fi; 


e quindi la densità sarebbe dab dalia formula: 


4<rp 


fi-y arfV 
a dr' 


Onde denoUndo con Q' la quantità di elettricità che si tro¬ 
verà sopra s, avremo: 


e sottraendo da questa b equazione (1), si otterrà : 


fi 



10 
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dalla quale ai deduce il seguente processo sperimeDlale per 
determinare il valore della fnosione potensiale sopra un 
condaltore: 

Si pone «ma «/èra di prova in tm punto m non troppo 
vicino al conduttore e dopo averla poeta in eomunkaeiane eoi 
Molo se ne delérmina la carica Q; poi si soariea la sfera -di 
prova e si ripone col centro nello stesso punto m,: «i pone in 
comunicazione col conduttore e poi ss ne determina la carica Q'ì 

il valore delta funzione potenziale sul conduttore sarà ^ - . 

La proprietà della sfera di prora di dare H valore della. 
Mcione potenziale nei ponti dello spasio esterno ai corpi 
e e tnzaali, e non vicini a quélll tra questi che sono eoiH 
à *** ** *'* osservata da altri, Sia certamente non 

elettr* * *8iol, i quali ritengono thè dia invece l’asione 

ranni* ’ ^ Questo può dar luogo a.molti errori. Facoiamotte 
PO colb*”/*”» ***** esperlenaa di Forodojr. Sia dato no cor- 

torno ad " * ™ ®‘*“®selrlco, e simmetricamente eUttriszato io- 
mo- DO I '*'* **** ^ e sia Y la funzione potensiale del medesi» 
di raggio****** ** *op**a di K col centro suiirass* X. una sfera S 
filo sottili^' ^ comunicare col suolo mediante un 

diversi D 1 ™°’ scandagliamo colla sfera di prova s 

quella in**c ' ***** ^ parte della sfera S opposta a 

di prova va*' K; si trova che le cariche della sfera 

al di là dg| ****** ®*'®*cettdo sino a un certo punto dall’ asse, 
dimostrarsi decrescpno indefinitamente. Ora d facile a 

di K cresce*^ ** ** *^“®^»one potenziale dejl^ elettricità di S e 
aaassimo e n"*** * **” certo punto dovè acquista un valore 
elettrica ìq ‘decresce indefinitamente, mentre T azione 
dopo è rinuu”^*^** ^ nulla, e se prima era, attrattiva 

*“falti ahK* ® ^‘«eversa. 

della elettricità'****^ ** funzione potenziale 

cazione col * sfera S,'dopò thè è'stata in comifiii* 

**** centro d^i****°’ ®epra nn punto m dell’ asse X distante 
*ferà di una lunghezza a>ia, sarà! 
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essendo V il valore della funzione potenziale nel punto 

reciproco ad m; quindi In fitozione potenziale delle elettri* 
cita di K e di S sarà: 




Ora questa funzione è nulla per a; «a, e per a; a oo ed è 
continua, dunque deve avere un màssimo, il quale si trove* 
rà ponendo: 



Quindi in questo punto l’azione elettrica sarà nulla e pas* 
serà dal positivo al arativo, o dal negativo al positivo, cioè 
dall’essere attrattiva all’essere ripulsiva o viceversa. 

Supponiamo cbe il corpo coibente K sia una sfera eletr 
' frizzata uniformemente col centro sull' asse X, avremo : 


V 


c 


essendo z la distanza tra i centri delle due sfere ; quindi : 

n_ Co C 

r = — —■ - f -t- . ì 

z X -ha* x-hz 


e denotando con fi la distanza dal centro della sfera S del 
punto dell’asse X dove la funzione potenziale P ha il va¬ 
lore massimo, abbiamo : 


C-sU- « 




(ji-i-Z)' 
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onde :. 


e - » (< + l/f + y) . 

Rimane ora a considerare il caso in coi la sfera di pro¬ 
va sia posta a contatto con un conduttore elettrizzato. Quan¬ 
do sì trova in punti sufficientemente lontani dai conduttori 
elettrizzati si può ammettere che la elettricità indotta in 
essa non alteri il valore della funzione potenziale dei corpi 
che la circondano nei punti dove essa si trova, ma questo 
valore non può ammettersi che resti inalterato dall* azione 
dell’ elettricità comunicatale, sopra le parti del conduttore 
che le sono prossime, e quindi la determinazione della sua 
carica è un problema più complicato. Limitiamoci a trattarlo 
nel caso più semplice. 

Sia dato un conduttore di forma sferica S elettrizzato 
e isolato, e sia R il raggio di S. Prendiamo la sfera di pro¬ 
va $ allo stato naturale c sia il suo raggio a molto piccolo 
rispetto a R. Sia p la densità elettrica costante sopra la su¬ 
perficie S, il valore della funzione potenziale sopra S sarà: 

e 4 fr R p . 

Dopo che avremo portato la sfera di prova a contatto 
con S, a cagione della piccolezza di s rispetto ad S, la fun¬ 
zione potenziale delle due sfere avrà sopra la superficie di 
ambedue il valore c, e per quello che abbiamo esposto alla 
fine del §. XVllI, nello spazio esterno alle due sfere sarà 
data dalla formula: 




essendo : 


fi 



i 

2R • 
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Se denotiamo con E la quantità di elettricità che si troferà 
sopra la sfera di prova, avremo: 


E 




dV. 

dr 


da 


Osserviamo ora che la distanza t di dne ponti : uno di coor¬ 
dinate Taltro di coordinate (fit y), è data da: 


3 fi)* •+•(» — y)* 

-+- »* yfi* ■+■ V* ' 


e che quindi: 


lim 
» = r 


3y^' -t- y* 


1 


Osserviamo inoltre che nello spazio racchinso dalla 
sfera di prova la funzione V« non diviene infinita altro che 
per i punti che hanno le coordinate : 


/t*=> 2sj8 — i t fi' , v = o; 
;.»(2s-+.8)Ji-.2«j8', , = o; 
ed applicando il teorema S* del J. IV, avremo: 

Quindi trascurando le potenze di superiori alla seconda 

fi 

avremo : s 


B =■ _ f -i. ** 

ajj* 1 s* " la ^ ’ 

m 
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e Mstìtuèndò i talori di D, fi* e fit 


Onde abbiamo il seguente teorema: 

La carica elettrica che prende ma piccala sfera di pro¬ 
va 8 allo stato Htdurale, quando i posta a eontaUo con ma 
sfera S isolala elettrizzata, è proporzionale direttamente alla 
propria superficie e alla densità dell' elettricità della sfera S. 

Se stacchiamo la sfera di prova dalla sfera S, e la sot¬ 
tragghiamo alla sua influenza, 1’ elettricità E che si trovava 
sopra la medesima vi si distribuirà uniformemente, e deno¬ 
tandone la densità con p', avremo: 



e abbiamo I* altro teorema : 

La densità sopra una piccola sfera di prova s dopo che 
è dota a contatto con m conduttore sferico S, sarà eguale alla 

densità della eleltricUà sopra la sfera $ moltiplicata per 


FINE 
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